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Аннотация: В теории опробования используются различные формулы расчета случай-
ной погрешности при отборе проб от однородных и неоднородных опробуемых масси-
вов. При дискретном отборе проб от однородных массивов используются формулы фун-
даментальной погрешности отбора, полученные эвристическим и аналитическим путем. 
При непрерывном отборе проб от неоднородных массивов формулы для расчета погреш-
ностей отсутствуют. Это привело к выводу о незавершенности теории опробования и 
к сомнению в ее обоснованности. При введении нового понятия – покускового отбора 
проб – показано, что формула фундаментальной погрешности отбора проб описывает 
опробование как однородных, так и неоднородных массивов. Отбор проб от однородных 
массивов рассматривается как частный случай отбора проб от неоднородных массивов, 
технически упрощающий процедуру формирования объединенной пробы. Покусковой 
отбор точечных проб позволяет получить наименьшую из возможных для заданной по-
грешности массу объединенной пробы. При отборе точечных проб, содержащих более 
одного куска, минимальная масса пробы возрастает пропорционально числу кусков и 
дисперсии точечных проб. Эвристическая и аналитическая формулы фундаментальной 
погрешности опробования совпадают по структуре, но различаются обоснованностью 
входящих в них величин и возможностями их измерения в реальных условиях отбора 
проб. Условие совпадения формул случайных погрешностей отбора проб для однород-
ного и неоднородного массивов при покусковом отборе точечных проб обосновано ма-
тематически теорией опробования. Совместимость дискретного и непрерывного отбора 
проб в теории опробования имеет практическое значение, позволяя выполнить переход 
от покускового отбора точечных проб к их массовому отбору. Это дает возможность вы-
полнять расчет массы точечных проб и переходить к расчету числа точечных проб по 
остаточной дисперсии. Так как величина остаточной дисперсии может быть очень боль-
шой, обоснована необходимость выполнения высокочастотного отбора проб, обеспечи-
вающего получение до 20 000 точечных проб от партии опробуемого продукта.
Ключевые слова: фундаментальная погрешность опробования, покусковой отбор проб, 
однородный опробуемый массив, неоднородный опробуемый массив, случайная погреш-
ность отбора проб, минимальная масса проб, максимальное число проб, кусок опробуе-
мого продукта.
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Введение
Опробование минерального сырья яв-

ляется технологией измерения массовой 
доли определяемых компонентов. Как 
любое измерение, оно сопровождается 
случайными погрешностями и характе- 

ризуется тем, что опробуемый массив 
состоит из очень большого числа отдель-
ных частиц (кусков), каждый из которых  
по массовой доле отличается от массо-
вой доли опробуемого массива в целом. 
Эти отличия настолько велики, что пре-
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вышают другие возможные случайные 
погрешности измерения массовой доли. 
Так как причина отличий предопреде-
лена свойствами опробуемого массива, 
появляется возможность теоретическо-
го описания и расчета неизбежной слу-
чайной погрешности результата опро-
бования.

Влияние различия отдельных кусков 
на случайную погрешность отбора про- 
бы является принципиальной особенно- 
стью опробования кусковых материалов. 
Поэтому погрешность отбора пробы, 
связанную с различием кусков, назвали 
фундаментальной погрешностью опро-
бования (Fundamental Sampling Error — 
FSE) [1]. Эта погрешность не учитыва-
ет такую не менее важную особенность 
опробуемого массива в целом, как груп-
пировка (сегрегация) частиц в процес-
се формирования массива, вследствие 
чего отдельные части массива различа- 
ются по массовой доле. Учет группиров-
ки требует других сведений об опробуе- 
мом массиве, чем сведения об отдельных 
кусках, а расчет погрешностей опробо-
вания с учетом группировки выполняют 
по формулам, не связанным с фундамен- 
тальной погрешностью опробования.

Невозможность теоретического объе- 
динения в одной формуле этих различий 
считается принципиальным недостатком 
теории, обсуждаемой и критикуемой в 
современной литературе. Теория полу- 
чила наименование «Theory of Samp- 
ling» (TOS). На основе TOS разработаны 
стандарты на опробование, сама теория 
считается универсальной. Тем не менее, 
присутствует критика данной теории. 
В частности, в ряде работ указано, что 
TOS недостаточно практична и недо-
статочно доказательна [2].

Несмотря на неоднократные измене-
ния и дополнения теории опробования, 
связь между двумя моделями выбора 
не показана и не имеет теоретического 
подтверждения [3].

Два варианта отбора пробы основаны 
на разных теоретических предпосылках. 
Дискретный отбор пробы рассматрива-
ется как отбор от идеально перемешан-
ного массива, что позволяет получить 
формулу «фундаментальной» погреш-
ности отбора. Переход к непрерывному 
отбору проб требует введения новой ха- 
рактеристики опробуемого массива, оп- 
ределяющей его неоднородность (непе-
ремешанность), что не рассматривается 
как фундаментальная характеристика [4].

Опробование минерального сырья в 
горной промышленности является ос-
новой обеспечения качества продукции. 
Основная техника опробования пред-
ставлена пробоотбирателями, сократи-
телями и оборудованием для анализа. 
Также на практике реализованы различ-
ные способы и варианты отбора проб, их 
сокращения и анализа. Использование 
любого из способов опробования тре-
бует понимания условий его практиче-
ского применения, а  также возможно-
стей применяемого оборудования. Это, 
в свою очередь, требует обоснованной и 
практически применимой теории опро-
бования, основное внимание в которой 
уделяется изучению погрешности опро-
бования и минимальных масс проб. Эти 
величины определяют условия отбора, 
подготовки и анализа проб. 

Теоретическая база вывода формулы 
фундаментальной погрешности отбора 
проб в TOS не сформулирована. Это не 
позволяет связать формулу случайной 
погрешности отбора пробы с условия-
ми отбора точечных проб и формирова-
нием объединенной пробы [5].

Теория вопроса
Сформировались два подхода к раз-

работке формулы случайной погреш-
ности опробования: эвристический и 
аналитический. 

•	 Эвристический подход основыва- 
ется на том, что можно найти некоторую 
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массу опробуемого массива, состоящую 
из достаточно большого числа кусков, 
которая не отличалась бы по массовой 
доле от средней для опробуемого масси- 
ва более, чем на допустимую величину 
[1]. Такая масса в отечественной лите-
ратуре получила название минимальной 
и использовалась как теоретическое по-
нятие, обосновывающее возможность 
определения массовой доли в опробуе- 
мом массиве путем отбора пробы. Но 
практическая возможность расчета слу-
чайной погрешности появилась тогда, 
когда минимальную массу связали с из-
вестными характеристиками опробуе- 
мого массива и величиной случайной 
погрешности. Так как эта случайная по-
грешность не зависит от технологии опро- 
бования, она получила название фунда-
ментальная погрешность опробования. 

Случайная погрешность обычно ха-
рактеризуется среднеквадратичным от-
клонением Sα, в котором под величиной 
α понимается определяемая массовая 
доля какого-либо компонента в кусках 
минерального сырья. 

Очевидно, что случайная погреш-
ность, связанная с отбором пробы, будет 
тем больше, чем крупнее куски опро-
буемого массива d, и  тем меньше, чем 
больше ее масса q. 

Следовательно, эвристическая фор-
мула случайной погрешности должна 
иметь вид 

S
kd
q�

2
3

� .	 (1)

В формуле (1) присутствует коэффи- 
циент k, который необходимо для каждо- 
го опробуемого массива находить инди-
видуально, а также заранее определен-
ный показатель степени «3» для размера 
кусков. С целью конкретизации вели-
чины коэффициента k и возможности 
выбора показателя степени величины d 
ввели дополнительные характеристики 
кусков и условий опробования [6]. В ре-
зультате формула (1) получила вид 

S
f g l c d

q

b

�
2 �

� � � � . 	  (2)

Были введены следующие величины 
и понятия: f — коэффициент формы ча-
стиц; g  — коэффициент узости класса 
крупности; l — коэффициент раскрытия 
частиц; c — коэффициент минералоги-
ческого состава; d — типичный размер 
частиц; b — показатель степени, опре-
деляющий долю влияния крупности на 
погрешность. 

Эвристическая формула (2) является 
основной в TOS. При этом формула не 
является однозначной и окончательной, 
так как попытки определения приведен- 
ных в формуле (2) коэффициентов [7], 
сопровождаемые спорами об их значи-
мости [8], и вариантов определения их 
величины [9] на сегодняшний день про-
должаются. 

Рассчитываемая по формуле (2) слу-
чайная погрешность отбора пробы соот-
ветствует условиям ее отбора только от 
однородных опробуемых массивов So

2 
(тщательно перемешанных). Реальные 
опробуемые массивы неоднородны. Для 
такого массива фундаментальная погреш-
ность опробования при отборе пробы в 
одной точке (дискретный отбор) увели-
чивается на величину Sн

2, названную по-
грешностью группировки, т.е. — на по- 
грешность, зависящую от неоднород- 
ности опробуемого массива. 

Так как неоднородность опробуемых 
массивов неизбежна, полная формула 
фундаментальной погрешности опробо- 
вания должна иметь вид 

S S S
fglcd
q

SO H

b

H�
2 2 2 2� � � � .	 (3)

Связь между величинами Sо и Sн в 
эвристической теории не установлена.

Невозможность записать величину Sн
2 

с такой же определенностью, как So
2, по- 

родила мнение, что теория не является 
полной [10], а также сомнения, что ее 
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две составляющие So
2 и Sн

2 не противо-
речат друг другу [11]. 

В эвристической теории опробова-
ния появился раздел, связанный с рас-
четом дисперсии неоднородности Sн

2, 
содержащий формулы, учитывающие в 
дисперсии точечных проб неоднород-
ности разных видов, чаще всего в виде 
периодических изменений массовых до- 
лей. При этом не достигается совмести-
мости расчетов величин Sн с Sо как до-
казательства непротиворечивости двух 
частей теории опробования [6, 12].

•	 Аналитический подход к решению 
обозначенной проблемы основан на но- 
вом теоретическом понятии — покуско- 
вом отборе проб. Так как характери-
стики кусков в опробуемом массиве из-
вестны, случайная погрешность отбора 
пробы может быть найдена аналитиче-
ским путем и названа покусковой дис-
персией [13]. Покусковая дисперсия для 
раскрытых продуктов 

S Sк
м

п
м

2 2 .	 (4)

Здесь α — массовая доля определя-
емого компонента в опробуемом масси-
ве; ρп — плотность пробы; ρм — плот-
ность минерала, содержащего опреде-
ляемый компонент; bм — массовая доля 
определяемого компонента в минерале, 
его содержащем. 

Один кусок как точечная проба обыч-
но не рассматривается, а предполагает-
ся, что в точечную пробу отбирается nк 
кусков. Связь числа кусков nк с массой 
пробы q выражается формулой

n
q

f dK � � �� 3
.	 (5)

Здесь f — коэффициент формы (f = 
= 0,4) [14]; ρ — плотность опробуемого 
массива; d — крупность кусков.

Фундаментальная погрешность опро- 
бования для пробы, содержащей nк ку-
сков, для раскрытых продуктов 

S
S
n

S f d
q

fg d
q

�
�

� � � �

2
2 2 3

3

� �
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�

�
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K

K

K

M M max

	 (6)

Формула (6) получена интегрирова-
нием по крупности в диапазоне от 0 до 
dmax, при этом появляется коэффициент 
g  =  0,25. Кроме того, принято ρ  = ρп. 
Крупность dmax в опробовании принима- 
ется как d95, где индекс «95» означает, 
что dmax — это сторона квадратной ячей-
ки сита, через которое проходит 95% 
массы пробы. 

Для сростков покусковая дисперсия 

S S
d
dK Kcp
з

b

2 2 .	 (7)

Здесь dз — крупность зерен минера-
ла, содержащего полезный компонент; 
b — характеристика вкрапленности. Для 
неравномерной вкрапленности b = 1,5.

Тогда общая аналитическая форму- 
ла фундаментальной погрешности оп- 
робования принимает вид 

S
f g d d

q
м м

b b
2

3
 зmax max .

	 (8)
Общая структура аналитической фор- 

мулы совпадает с эвристической, но в 
аналитической формуле все входящие в 
нее величины являются измеряемыми. 

Важным эффектом теории покуско-
вого опробования является то, что фун-
даментальная погрешность не зависит 
от того, рассчитывают ее для однород-
ного или неоднородного опробуемого 
массива. Погрешность отбора пробы в 
том и в другом случае определяется по 
одной и той же формуле покускового 
отбора точечных проб:

S
S
q
q�

2
2

� �K
K .	 (9)

Эта погрешность будет одинаковой 
как при дискретном отборе объединен-
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ной пробы (в одной точке) для одно-
родного массива, так и при выполнении 
непрерывного отбора точечных проб 
(отбор во многих точках) для неодно-
родного массива. В  этих случаях по-
грешность неоднородности Sн совпада-
ет с фундаментальной погрешностью 
опробования Sо. 

Это означает, что две части TOS при 
покусковом опробовании не противоре-
чат друг другу.

Практическим общим случаем яв-
ляется отбор проб от неоднородного 
массива Nт точечных проб, содержащих 
большое количество кусков nк размером 
dmax. 

В этом случае 
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Здесь Sк
2 — покусковая дисперсия; 

Sт
2 —дисперсия точечных проб; qк — 

масса одного куска крупностью dmax; 
qт — масса точечной пробы; q — масса 
объединенной пробы.

Формула (10) показывает взаимную 
связь дискретного и непрерывного отбо- 
ра. Определяющим фактором этой вза-
имной связи является масса точечной 
пробы, принимаемая исходя из техни-
ческих возможностей отбора точечных 
проб.

Если qт  =  qк, то Sт
2  =  Sк

2. Тогда 
Sa

2 = So
2, т.е. погрешность отбора объе- 

диненной пробы полностью описывает-
ся формулами FSE (эвристической либо 
аналитической).

Если qт = nкqк, то погрешность отбо-
ра объединенной пробы частично описы-
вается формулами FSE и частично по-
грешностью неоднородности Sн

2. Взаим- 

ная зависимость So
2 и Sн

2 обусловлива-
ется соотношением покусковой диспер-
сии и дисперсии точечных проб, числа 
кусков dmax в точечной пробе и числа то-
чечных проб. 

В предельном случае, когда nк велико, 
погрешность отбора объединенной про-
бы практически полностью определяет- 
ся погрешностью неоднородности Sн

2.
Покусковой отбор точечных проб ре-

шает задачу совместимости дискретно-
го и непрерывного отбора проб, а дис-
кретный отбор проб является частным 
случаем непрерывного отбора проб.

Обсуждение результатов
Установлено, что величина минималь-

ной массы пробы и погрешности опро-
бования как для однородного, так и для 
неоднородного массивов совпадают при 
условии отбора в каждую точечную про- 
бу одного куска. При этом расчетные 
значения минимальной массы и погреш-
ности опробования могут быть в част-
ном случае (однородный массив) полу-
чены при отборе необходимого числа 
кусков — точечных проб в непосредст- 
венной близости друг от друга. В общем 
же случае точки отбора точечных проб 
должны быть равномерно распределены 
по объему опробуемого массива [15]. 

Покусковой отбор точечных проб рас- 
сматривается как теоретический вариант 
опробования. Теоретический вариант по- 
кускового отбора проб на практике не 
реализован по причине наличия в опро- 
буемых массивах кусков широкого диа- 
пазона крупности [16, 17], так как суще- 
ствующие требования предписывают 
отбор в пробу кусков всего диапазона 
крупности. По этой причине становится 
первичной масса точечной пробы, кото-
рую возможно отобрать исходя из круп-
ности куска и параметров пробоотби-
рающего инструмента, а  погрешность 
отбора проб зависит в том числе от не-
однородности опробуемого массива.
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Тем не менее, покусковой отбор проб 
может быть реализован на практике. 
Покусковой отбор проб фактически при- 
меняется при выполнении так называе- 
мого горстевого опробования [18], в ча- 
стности при отборе проб вручную с по-
мощью молотка и совка. Покусковой 
отбор проб также выполняется при ра-
боте автоматических поточных анализа-
торов массовой доли на конвейерах или 
в пульповых продуктах. В этих случаях 
расчет минимальных масс и случайных 
погрешностей выполняется по одним и 
тем же формулам, независимо от того, 
однороден опробуемый массив или не-
однороден. 

Совместимость дискретного и непре- 
рывного отбора дополнительно показана 
на примере расчета минимальной мас-
сы объединенной пробы.

Для однородного массива минималь-
ная масса qo равна 

q
S

S
q n qк

доп
кo

2

2 к к ,	  (11)

где Sк
2 — покусковая дисперсия; Sдоп

2 — 
допустимая случайная погрешность; 
qк  — масса куска размером dmax; nк  — 
число кусков размером dmax.

Для неоднородного массива мини-
мальная масса qн равна 

q
S
S

q N qн
т

доп
т т

2

2 т ,	  (12)

где Sт
2  — дисперсия точечных проб; 

qк — масса точечной пробы; Nт — чис-
ло точечных проб.

При покусковом отборе qт = qк; Sт
2 = 

= Sк
2 и nт = nк, т.е. минимальные массы 

совпадают. Погрешность отбора пробы 
определяется по одной формуле 

S S
S
no H
K

K

2 2
2

= = .	  (13)

Переход от покускового отбора к от- 
бору точечных проб, содержащих nт ку- 

сков, приводит к увеличению минималь-
ной массы объединенной пробы для не-
однородного массива:

q q q n NH K T To� � �� � �1 .	  (14)

Число точечных проб Nт определяют 
по формуле 

N
V
PT

T=
4 2

2
,	  (15)

где Vт  — коэффициент вариации то-
чечных проб; P — допустимая относи-
тельная случайная погрешность отбора 
проб.

При выбранной массе точечной про-
бы коэффициент вариации точечных 
проб Vт неоднородного опробуемого мас- 
сива определяется по среднему разма-
ху массовых долей R  определяемого 
компонента в точечных пробах за конт- 
рольный период по формуле 

V
S R

T
T� � � �
� �
100

4
100% % ,	 (16)

где α  — средняя массовая доля опре-
деляемого компонента в опробуемом 
массиве.

Необходимо отметить, что в качест- 
ве объекта исследований понятие еди-
ничного куска используется в теорети-
ческом описании различных процессов 
обогащения: покускового разделения ча-
стиц способом рентгенорадиометриче-
ской сепарации, моделирования процес- 
са сепарации, при разработке теории 
гравитационных процессов обогащения 
и магнитной сепарации.

Допустимая относительная случай- 
ная погрешность отбора проб в соответ-
ствии с ГОСТ 14180-80 для руд составля-
ет 1,0%, а максимальный коэффициент 
вариации массовой доли равняется 35% 
[16]. Для повышения качества опробо- 
вания допустимую случайную погреш-
ность отбора проб для руд возможно 
снизить до 0,5%. Следовательно, макси-
мальное число точечных проб для пар-
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тии руды будет получено для точки от-
бора проб при коэффициенте вариации 
35% и допустимой случайной погреш-
ности отбора 0,5% и составит величи-
ну около 20 000. Отбор за контрольный 
период 20 000 точечных проб является 
универсальным для любого продукта на 
обогатительной фабрике. В  современ-
ной практике опробования выполнить 
отбор большого числа точечных проб 
возможно [19].

Разница стоимости руд и концентра-
тов цветных и благородных металлов, 
возникающая из-за несовпадения ре-
зультатов опробования у производителя 
(продавца) и переработчика (покупате-
ля), может составить до 90  млн руб. в 
год. За счет увеличения числа точечных 
проб на приведенных выше условиях 
разница стоимости руд и концентратов 
может быть снижена в 3—5 раз [20].

Выводы 
1. Фундаментальная погрешность 

опробования является общей как для 
однородного, так и для неоднородного 
опробуемых массивов при покусковом 
отборе точечных проб, равномерно рас-
пределенных по объему этого массива. 
При этом условии случайные погреш-
ности отбора проб одной и той же мас-
сы как от однородного, так и от неодно-
родного массивов совпадают. 

2. При отборе проб от однородных 
массивов покусковой отбор точечных 

проб эквивалентен отбору необходимой 
массы объединенной пробы в любой од- 
ной точке опробуемого массива. Число 
точечных проб, отбираемых за конт- 
рольный период от опробуемого масси-
ва на обогатительной фабрике, должно 
составлять не менее 20 000.

3. Фундаментальная погрешность оп- 
робования является общей основой для 
расчета минимальных масс и случай-
ных погрешностей при горстевом отбо-
ре точечных проб, при использовании 
автоматических анализаторов массовых 
долей, при отборе проб от однородных 
(неперемешанных) массивов, при под-
готовке проб в лабораторных условиях 
и при отборе навесок для анализа в ана-
литических лабораториях.

4. При отборе точечных проб, содер-
жащих более одного куска опробуемого 
материала, минимальная масса для за-
данной погрешности увеличивается про- 
порционально степени неоднородности 
массива, характеризуемой коэффициен-
том вариации точечных проб, опреде-
ляемым по среднему размаху массовых 
долей в точечных пробах.

5. Годовой экономический эффект от 
применения высокочастотного комбини- 
рованного способа отбора проб за счет 
сокращения разницы стоимости товар- 
ной продукции может составить на мед-
но-цинковых обогатительных фабриках 
до 50 млн руб., на золотоизвлекатель-
ных фабриках — до 90 млн руб.
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