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Аннотация: Рассмотрено построение цифровой модели рельефа общепринятыми мето-
дами пространственной интерполяции и предлагаемым методом на основе теории полю-
сов и теории оптимизации с оценкой точности построений. Эффективное производство, 
в том числе и добыча полезных ископаемых, не представляется возможным без анализа 
геопространственной информации, полученной, в том числе, при помощи геодезических 
измерений. Геопространственная информация может применяться для построения циф-
ровых моделей рельефа и наблюдения за их изменением в периоде путем повторных 
наблюдений и проведения сравнительного анализа моделей. Приведены алгоритмы по-
строения цифровых моделей на примере карьера. Геопространственные данные были 
классифицированы с помощью TerraScan в полуавтоматическом режиме, а затем дорабо-
таны вручную. Рассмотрены результаты построения цифровых моделей с использовани-
ем программы Surfer и выполнено сравнение с авторской разработкой. Для построения 
цифровых моделей рельефа использовались 6 общепринятых методов интерполяции: 
Кригинг, Обратное расстояние, Триангуляция с линейной интерполяцией, Минимальная 
кривизна, Радиальная базисная функция. Предлагаемый алгоритм основан на теории по-
люсов и теории оптимизации, которые позволяют восстановить дополнительные связи 
внутри граней триангуляционной поверхности, которая используется как базовая, что 
улучшает один из недостатков триангуляции  – обработку пропусков в данных между 
исходными измерениями. Сравнительный анализ показал, что оцениваемые параметры – 
среднее значение, СКО, принимают наименьшее значение при использовании предлага-
емого метода. Данные результаты обосновывают возможность использования предлага-
емого метода для построения цифровых моделей рельефа.
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Введение
Цифровые модели рельефа (ЦМР) ис- 

пользуются во множестве геонаук [1—
3], а также для проектирования, строи- 
тельства и дальнейшего мониторинга 
[4, 5] объектов минерально-сырьевого 
комплекса, в том числе на склонах с ри-
ском развития оползневых процессов 
[6]. На текущий момент для решения 
инженерных задач активно внедряются 
цифровые технологии с использовани-
ем регулярных сетей (GRID), которые 
позволяют увеличить скорость обработ- 
ки информации [7], при этом числовые 
значения в узлах GRID в случае ЦМР — 
высотные отметки. Точность построе- 
ния ЦМР, особенно в области монито-

ринга, является ключевым требованием, 
так как влияет на прогнозные показате-
ли, например, линейные параметры про- 
цессов сдвижения, при использовании 
модели как основы для вычислений. Так- 
же при эксплуатации подземных соору- 
жений, в том числе рудников, наблюда- 
ется осадка земной поверхности, напри- 
мер, за счет смещения соляных пород 
[8], при этом достоверное представление 
о рельефе местности позволяет с высо- 
кой точностью спрогнозировать напря- 
женно-деформированное состояние мас- 
сива. При общей тенденции на объектах 
минерально-сырьевого комплекса к безо- 
пасному ведению работ [9—11], которая 
обеспечивается в том числе мониторин-
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гом, актуальность повышения точности 
и автоматизация построения цифровых 
моделей рельефа обоснованна.

Для построения детальных цифро-
вых моделей рельефа используют сле-
дующие методы: аэрофотосъемку при 
помощи беспилотного летательного ап-
парата [12, 13] и лазерное сканирование 
[14, 15].

Наблюдается тенденция к автомати- 
зации процесса построения цифровых 
моделей [16], в том числе рельефа [17—
19], что является еще одним из крите-
риев, обуславливающих актуальность 
исследования. 

Цифровые модели рельефа, получен- 
ные с помощью воздушного лазерного 
сканирования [20], представляют собой 
набор детальной геопространственной 
информации о земной поверхности с вос- 
становленными, с помощью различных 
методов пространственной интерполя-
ции, связями между исходными данны-
ми. Метод пространственной интерпо-
ляции в значительной степени опреде-
ляет получаемую точность модели. 

Общепринятыми методами простран-
ственной интерполяции для построения 
ЦМР являются:

•	 кригинг [21, 22];
•	 обратное расстояние [23];
•	 триангуляция с линейной интерпо-

ляцией [24];
•	 минимальная кривизна [25];
•	 естественный сосед [26];
•	 радиальная базисная функция [27].
Оценка точности построений выпол- 

няется с помощью различных парамет- 
ров, в числе которых:

•	 среднее отклонение [28];
•	 СКО [29, 30].
Большинство методов пространствен-

ной интерполяции требует перехода от 
облака точек к GRID, что влияет на точ-
ность построения за счет того, что вы-
полняется аппроксимация в локальной 
области узла [31]. Регулярные сети, к ко- 

торым относится GRID, широко приме-
няются в науках о Земле [27, 32].

Точность цифровой модели рельефа 
при использовании метода Кригинг за-
висит от типа выбранной вариограммы 
[33], что требует проведения аналити-
ческой работы и опыта использования 
данного подхода.

Метод Обратное расстояние, как от-
мечается в работе [34], зависит от рас-
пределения данных и при использова-
нии облака точек его точность снижает-
ся, поэтому данный метод реализуется, 
в основном, с использованием регуляр-
ной сети (GRID). Также фиксация пре-
дельных (минимальных и максималь-
ных) значений генерируемой методом 
поверхности происходит в исходных точ-
ках, что создает ямы и возвышенности 
вблизи исходных данных [35].

Получаемая интерполирующая по- 
верхность методом Минимальная кривиз-
на может проходить вблизи исходных 
данных, а не через них, что приводит 
к смещению локальных экстремумов в 
ограниченной области и изменению точ-
ности построения. 

Один из наиболее распространенных 
способов построения цифровых моде-
лей рельефа — триангуляция [36, 37], так 
как не обязательно выполнять переход 
от облака точек к GRID. Но данный ме-
тод имеет трудности с обработкой про-
пусков в поверхности [38], так как об-
рабатываются только исходные точки, 
но не пространство между ними, что 
сказывается на точности построения в 
негативную сторону [39, 40]. Основной 
недостаток метода — отсутствие возмож-
ности создавать гладкую поверхность 
на участках, где это требуется, так как 
изменение кривизны поверхности про-
исходит резко. 

В связи с этим разработка метода, 
который восстанавливает дополнитель- 
ные связи внутри граней триангуляции — 
актуальная задача. Решение данной за-
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дачи позволит увеличить точность и 
автоматизацию построения. Для этой 
задачи были предприняты попытки ис-
пользовать теорию полюсов [41] для по- 
строения топографических поверхно-
стей, но в предложенном подходе [42] наб- 
людалась избыточная гладкость за счет 
использования среднего положения нор- 
мали для полюсов. Чтобы регулировать 
гладкость построения, а также повысить 
точность цифровой модели рельефа, 
предлагается метод построения цифро-
вых моделей рельефа с использованием 
теории оптимизации для определения 
положения полюсов по избыточным дан- 
ным, которые неизбежно возникают при 
воздушном лазерном сканировании [43] 
и не требуют дополнительных затрат для 
получения. 

Цель исследования — оценка точно-
сти построения цифровых моделей ре-
льефа с помощью предлагаемого метода 
на основе теории полюсов и теории оп- 
тимизации, а также сравнительный ана- 
лиз результатов с общепринятыми мето- 
дами пространственной интерполяции.

Объектом исследования выступает 
поверхность техногенного массива, мо-
делируемая методами пространственной 
интерполяции для автоматизированного 
построения наилучшего приближения.

Методы
Исходные данные
В ходе исследования выполнена об-

работка геопространственных данных, 
полученных с помощью воздушного ла-
зерного сканирования (ВЛС) для горно-
го предприятия с открытым способом 
разработки. Исходные данные были пред-
ставлены в файле формата .las.

Для обработки данных использова-
лась программа MicroStation V8i и мо-
дуль TerraScan. В качестве шаблона ис-
пользовался seed3d из модуля TerraScan.

Исходные данные были автоматиче-
ски нарезаны на фрагменты 100×100 м. 

Классификация облаков точек
Исходные данные были классифици- 

рованы при помощи инструментов Terra 
Solid TerraScan и разделены на два на-
бора: 

•	 точки для построения ЦМР, опи-
сывающие основную геометрию — key- 
points;

•	 точки, относящиеся к поверхности 
рассматриваемого объекта, но не вклю-
ченные в первый набор данных  — 
ground points. 

Такой подход позволяет исключить 
растительность и иные элементы (соору- 
жения, коммуникации), а также умень-

Рис. 1. Облако точек для построения ЦМР (составлено авторами)
Fig. 1. Point cloud for DEM construction (compiled by authors)
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шить объем данных для построения 
цифровой модели рельефа до минималь-
ного с сохранением требуемой точности. 
Ground points в таком подходе являются 
избыточными точками, по которым воз-
можно выполнять оценку точности по-
строения.

Для этих целей использовался алго-
ритм автоматической классификации. 
Полученные после классификации точ-
ки, выделенные как основные точки для 
построения цифровой модели рельефа, 
приведены на рис. 1.

Для оценки результатов и ручной до-
работки автоматической классификации 
было выполнено построение поверхно-
сти трехмерной модели по ground и mo- 
del keypoints-точкам в MicroStation при 
помощи модуля TerraModeler. Итоговая 
цифровая модель рельефа после дора-
ботки приведена на рис. 2. 

При такой работе с классифицирован-
ными точками снижается вероятность 
сохранения в наборе данных выбросов,  
что непосредственно отражается на точ-
ности построения на локальных участках.

Построение цифровых  
моделей рельефа
Дальнейшие построения цифровых 

моделей рельефа выполнялись в прог- 

рамме Surfer от Golden Software с про-
странственным разрешением 3 м сле-
дующими методами пространственной 
интерполяции: Кригинг, Обратное рас-
стояние, Триангуляция с линейной ин-
терполяцией, Минимальная кривизна, 
Естественный сосед, Радиальная базис-
ная функция (Натуральный кубический 
сплайн) и предлагаемым методом, ос-
нованным на теории полюсов и теории 
оптимизации.

Кригинг
Геостатистический метод, основыва- 

ющийся на вероятностной модели, в ко-
торой исследуемая пространственная 
переменная рассматривается как слу-
чайная величина [44, 45]. В исследова-
нии использовался ординарный кригинг 
с оценкой, вычисляемой в узлах GRID:



Z Zi
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n

i0
1

� �
�
�� ,	 (1)

где n весов li вычисляются при реше-
нии системы уравнений кригинга:
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Обратное расстояние
Для вычисления значения определяе- 

мой Z метод использует веса, вычислен-

Рис. 2. Трехмерная модель рельефа после ручной доработки в MicroStation (составлено авторами)
Fig. 2. Three-dimensional elevation model after manual modification in MicroStation (compiled by authors)
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ные с помощью расстояний между из-
вестными точками и определяемой [46]:



Z
w Z

w

i i
i

N

i
i
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0
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�

�

�
,	 (3)

при этом wi0 вычисляется следующим об- 
разом:
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�� ��
�

,	 (4)

где di0  — расстояние от определяемой 
точки до i-й точки с известной коорди-
натой Z; β — степенной параметр; d — 
параметр сглаживания.

Триангуляция  
с линейной интерполяцией
Построенная поверхность является 

кусочно-линейной и не формирует но-
вые минимальные или максимальные 
значения [47].

Координата Z определяемой точки с 
известными плановыми координатами 
определяется следующим образом:



Z
a X b Y d

c0 �
� � � � � ,	 (5)

где a, b, c, d — коэффициенты треуголь-
ной грани, в которую попадает опреде-
ляемая точка:

a X b Y c Z d� � � � � � � 0 .	 (6)

Минимальная кривизна
В методе используется сплайн, но с 

изменением кривизны образуемой по-
верхности до достижения минимально-
го смещения от исходных данных, при 
этом построение может не проходить 
через все точки исходных данных [48]. 

Естественный сосед
В данном методе координата Z опре-

деляемой точки вычисляется следую-
щим образом:



Z w Zi i
i

N

0 0
1

�
�
� ,	 (7)

где wi0  — вес i-й точки, определяемый 
на основании площадей, полученных при 
построении диаграммы Вороного; Zi — 
значение координаты в известных точках.

Радиальная базисная функция. 
Натуральный кубический сплайн
Для вычисления координаты Z неиз-

вестной точки используется формула


Z B di
i

n

i0
1

0�
�
�� ( ) ,	 (8)

где di0 — расстояние от точек с извест-
ными координатами до определяемой i-й 
точки; li  — коэффициент i-й неизвест-
ной точки; B(di0) — радиальная базисная 
функция, в которую передается значе-
ние di0.

В статье в качестве радиальной ба-
зисной фуxнкции использован кубиче-
ский сплайн:

B d d R( )
/

� �� �2 2 3 2
,	 (9)

где d — расстояние между определяемой 
и известной точкой; R2 — коэффициент 
сглаживания.

Метод, основанный на теории 
полюсов и теории оптимизации
Для увеличения точности построения 

цифровых моделей рельефа предлагает- 
ся рассмотреть подход с применением 
теории полюсов [49] и теории оптими- 
зации [50]. Такой подход не потребует 
перехода от облака точек к GRID и за-
действует весь набор геопространствен-
ных данных, который в иных случаях 
не используется для построения. Метод 
использует как базовую кусочно-линей-
ную поверхность, представленную треу- 
гольными гранями.

Определение обрабатываемых 
треугольных граней
Так как данный метод восстанавли- 

вает дополнительные связи между сосед- 
ними гранями, то при резких изменени-
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ях кривизны поверхности такая связь 
может приводить к искажению цифровой 
модели рельефа и избыточному сглажи- 
ванию, что недопустимо при стремлении 
к увеличению точности построения. Для 
гибкости метода вводится критерий ог- 
раничения, который определяет, какие 
грани будут обрабатываться. Для этой 
задачи требуется рассчитать угол меж-
ду двумя гранями триангуляции:
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	 (10)
Если a не превышает установлен-

ного значения, то грань триангуляции 
обрабатывается в общем подходе. В об- 
ратном случае при обработке грани со-
седние грани с углом a больше установ-
ленного не учитываются при построе-
нии. Увеличение данного угла приводит 
к построению более гладких поверхно-
стей.

Поиск соседних граней  
по вершинам 
Для построения поверхности требу- 

ется информация о соседних гранях, 

связанных общей точкой. Поиск осу-
ществляется путем определения граней 
триангуляции, которые содержат мини-
мум одну общую точку обрабатывае-
мой грани.

Поиск соседних граней по ребрам
Также для построения поверхности 

требуется информация о соседних гра-
нях, связанных общим ребром. Поиск 
соседних граней в триангуляции требу- 
ется для определения пространственных 
закономерностей на локальном участке. 
Поиск осуществляется путем определе-
ния трех граней триангуляции в наборе 
соседних граней по вершинам, которые 
содержат две точки из обрабатываемой 
грани.

Разбиение на полюса 
Теория полюсов позволяет выпол-

нить разбиение декомпозированной гра-
ни триангуляции, например, на девять 
подобных исходной грани треугольни-
ков, при этом три грани, содержащие вер-
шины исходной грани, называются по- 
люсами при вершинах (1 группа), а три 
грани, прилегающие к ребрам — полю-
сами при ребрах (2 группа). Три полюса 

Рис. 3. Пример построения: характеристического многочлена 3-го порядка (а); характеристического 
многочлена 3-го порядка с соседними многочленами (б) (составлено авторами)
Fig. 3. Example of construction: 3rd order characteristic polynomial (a); 3rd order characteristic polynomial with 
adjacent polynomials (b) (compiled by authors)
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при ребрах и три при вершинах образу-
ют характеристический многочлен тре-
тьего порядка [48].

В исследовании выполнялось пост- 
роение характеристических многочленов 
третьего порядка для обрабатываемой 
грани триангуляции и всех соседних с 
ней по вершинам и ребрам граней. При- 
мер построения приведен на рис. 3.

Данный этап необходим для опреде-
ления зон влияния соседних граней на 
обрабатываемую. 

При этом стороны исходного треу-
гольника разбиваются на три равные ча- 
сти по следующей формуле:

x
x x

y
y y

M
A B

M
A B�
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� �
�

�
�

�
�1 1

, ,	(11)

где l — отношение отрезка (в исследо-
вании l = 0,5).

Формирование наборов полюсов 
при вершинах и при ребрах
Набор полюсов при вершинах состав-

ляется из полюсов при вершинах ис-
ходной грани и соседних граней. Набор 
полюсов при ребрах формируется из 
полюсов при ребрах исходной грани и 
соседних граней. На рис. 4. приведены 
три набора полюсов при вершинах, вы-
деленных красным цветом, и три набора 

полюсов при ребрах, обозначенных си-
ним цветом.

Определение средней поверхности 
для смежных полюсов
Перед поиском оптимального поло-

жения ограниченной смежными полю- 
сами области (набора полюсов) ее требу- 
ется привести к среднему положению, 
если вершина не является экстремумом. 
Если вершина триангуляции является 
экстремальной точкой, то нормаль зада-
ется строго вертикально. По принципу 
равного влияния положение средней нор- 
мали определяется как среднее арифме-
тическое. После выполняется переход к 
новой плоскости, через проекцию трех 
исходных точек при помощи вертикаль-
ных линий.

Оптимизации набора полюсов  
при вершине
После получения набора полюсов при 

вершине исходной грани требуется оп- 
ределить такое положение плоскости,  
чтобы среднеквадратическое отклонение 
избыточных измерений — точек, не при- 
надлежащих триангуляционной поверх- 
ности, но относящихся к земной поверх-
ности, было минимальным. В исследо-
вании для этой задачи был использован 

Рис. 4. Наборы полюсов: при вершинах (а); при ребрах (б) (составлено авторами)
Fig. 4. Sets of poles: at vertices (a); at edges (b) (compiled by authors)
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адаптированный метод Хука-Дживса, ко- 
торый позволяет определить положение 
плоскости p* с наименьшим отклонени-
ем от точек земной поверхности (ground 
points). 

Алгоритм решения:
1. Задается начальное положение пло- 

скости p0, которое было вычислено как 
среднее для набора полюсов при вер-
шине:

p
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x y z

0
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1
1

�
�

�

�
�
�

�

�

�
�
�
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где xn, yn, zn,  — координаты проекции 
трех точек полюса исходной грани, при-
надлежащего исследуемому набору по-
люсов.

Также задается коэффициент, сокра-
щающий шаг поворота плоскости g > 1 
(в исследовании g  =  1,05); θ  — угол 
поворота плоскости в градусах (в ис-
следовании θ = 1), набор точек земной 
поверхности gp, принадлежащих иссле-
дуемой области, а также критерий e > 0 
(в исследовании e = 0,005), который по-
зволяет остановить поиск. 

2. Выполняется исследующий поиск 
из положения плоскости p0  — опреде-
ляются положения плоскости p0 , кото- 
рые не равны исходному p0   ≠  p0. Но- 
вые положения определяются поворотом 
плоскости в пространстве в двух нап- 
равлениях θ и – θ, чтобы на каждом ша- 
ге определять направление минимума, 
при условии, что центр набора полюсов 
при вершине не изменит своего положе-
ния (точка, принадлежащая исходной 
грани триангуляции): 
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где T — матрица переноса, которая вы-
числяется по формуле

T
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где a1, a2, a3 — пространственные коор-
динаты центра набора полюсов (точка ис-
ходной грани триангуляции), так как в 
таком случае ее координаты не изменят-
ся при повороте;
RY — матрица поворота:
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где θ — угол поворота плоскости; Tобр — 
матрица обратного переноса:

Tобр = 
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3. Выполняется проверка удачности 
поиска: вычисляется суммарное откло-
нение P

p0  точек земной поверхности gp,

принадлежащих исследуемой области от  
полученных положений плоскостей p0 . 

Суммарное отклонение, вычисляемое 
для каждого из двух положений плоско-
сти, определяется по формуле

P
p
n

� � ,	 (17)

где n — количество точек, принадлежа-
щих в плане к исследуемому участку; 
p — отклонение точки от поверхности:

p
ax by cz d

a b c
�

� � �

� �
0 0 0

2 2 2
,	 (18)

где x0, y0, z0 — координаты точки из набо-
ра gp; a, b, c — составляющие нормаль-
ного вектора исследуемой плоскости.
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В данном методе P  является целевой 
функцией, которую требуется миними-
зировать.

Если P  превышает суммарное откло- 
нение точек земной поверхности от ис-
ходной грани для двух исследуемых 
положений плоскости, то поиск прек- 
ращается, а p* принимает значение p0, 
в обратном случае выполняется переход 
к п. 4.

4. Выполняется проверка на выполне- 
ние условия остановки алгоритма. Если 
||θ|| < e— поиск прекращается, p* =  p0 . 
В обратном случае — уменьшить значе-
ние приращения (шага):

�
�
�

� .	 (19)

5. Выполнить еще один шаг в нап- 
равлении убывания p0  — p0:

p p p p p p1 0 0 0 0 02� � �� � � � .

6. Провести исследующий поиск из 
положения плоскости p1, то есть найти 
положение плоскости p1 аналогичным 
образом с п. 2 и вычислить суммарное 
отклонение P p1 по формуле (17). Если

Pp P
p

1
0< , то p p0 0

= , p p
0 1
= , и перей-

ти к п. 3. В обратном случае — p p0 0
= , 

и перейти к п. 1.
Аналогичным образом выполняется 

оптимизация всех наборов полюсов при 
вершине. 

Оптимизации набора  
полюсов при ребре
Наборы полюсов при ребрах имеют 

две общие точки, которые также принад- 
лежат к разным наборам полюсов при вер-
шинах. Эти точки принимают значения 
соответствующих им точек из полюсов 
при вершинах, тем самым неопределен-
ным остается положение только двух 
точек, которые не принадлежат ни к од-
ному из наборов полюсов при вершинах. 

Таким образом, требуется решить за- 
дачу оптимизации, аналогичную с опти- 
мизацией набора полюсов при верши-
не с помощью адаптированного метода 
Хука-Дживса, но теперь в качестве шага, 
используемого в п. 2, принимается изме- 
нение высоты каждой точки в положи-
тельном и отрицательном направлении.

Определение точек, принадлежащих 
построенной поверхности
Определение координат точки на по- 

верхности выполняется с помощью пе- 

Рис. 5. Процесс перехода от характеристического многочлена 3-го порядка: к характеристическому 
многочлену 2-го порядка (а); к характеристическому многочлену 1-го порядка (б); точек на интерпо-
лирующей поверхности (в) (составлено авторами)
Fig. 5. Process of transformation from the 3rd order characteristic polynomial: to 2nd order characteristic polyno-
mial (a); to 1st order characteristic polynomial (b); points on the interpolating surface (v) (compiled by authors)
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рехода от многочлена 3-го порядка к мно- 
гочлену 2-го порядка — зеленые грани 
на рис. 5, а, после от многочлена 2-го 
порядка перейти к многочлену 1-го по-
рядка — оранжевая грань на рис. 5, б, 
а на плоскости многочлена 1-го поряд-
ка определить точку, принадлежащую 
интерполирующей поверхности — фи-
олетовая сфера на рис. 5, в.

Для определения координат в одном 
и том же положении в каждом полюсе 
исходной грани, учитывая, что полюса 
представляют собой равные грани, подоб- 
ные исходной, используются барицент- 
рические координаты, так как коорди-
наты, определенные для одного полюса, 
полностью соответствуют барицентри-
ческим координатам этой точки для ос- 
тальных полюсов. 

Для вычисления барицентрических 
координат одной точки в плоской поста-
новке следует воспользоваться следу-
ющей формулой:
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где S — площадь полюса; Sn — площадь 
треугольника, образованного после до-
бавления новой точки в полюс по часо-
вой стрелке, которая вычисляется следу-
ющим образом: 
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	 (21)
где xi, yi — координаты вершин полюса; 
xn, yn — координаты вставляемой в по-
люс точки.

Результаты
В исследовании выполнено модели- 

рование топографических поверхностей 
с высокой степенью детализации. При- 
мер построенной в программе Surfer 
цифровой модели рельефа участка зем-
ной поверхности с выраженным антро-
погенным влиянием приведен на рис. 6.

В топографической поверхности при- 
сутствуют характерные уступы и бров-
ки, которые в значительной степени из- 
меняют кривизну поверхности модели 
в местах перехода (характерные линии). 
На исследуемом участке присутствуют 
условно плоские фрагменты, а  также 
места с неровностями рельефа. Следо- 
вательно, ЦМР крайне разнообразна по 
своим морфометрическим характери-
стикам.

В ходе моделирования цифровые мо-
дели рельефа были построены семью 
методами пространственной интерполя- 
ции. Результаты построений в контур-
ном виде приведены на рис. 7.

Видимый шум за пределами исход- 
ных данных в методах Обратное рас-
стояние, Кригинг, Минимальная кри-

Рис. 6. Трехмерное представление ЦМР в программе Surfer (составлено авторами)
Fig. 6. Three-dimensional representation of the DEM in Surfer (compiled by authors)
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Рис. 7. Контурное представление построенных цифровых моделей рельефа методами: Триангуляция 
с линейной интерполяцией (а); Обратное расстояние (б); Кригинг (в); Радиальная базисная функция 
(Натуральный кубический сплайн) (г); Естественный сосед (д); Минимальная кривизна (е); предлагае- 
мым методом на основе теории полюсов и теории оптимизации (ж) (составлено авторами)
Fig. 7. Contour representation of built digital elevation models by methods: Triangulation with linear interpola-
tion (a); Inverse distance to power (b); Kriging (v); Radial basis function (Natural cubic spline) (g); Natural 
neighbor (d); Minimum Curvature (e); proposed method based on pole theory and optimization theory (zh) 
(compiled by authors)

визна и Радиальная базисная функция 
(Натуральный кубический сплайн) обус- 
лавливается экстраполяцией этих мето-
дов. Отметим, что в исследовании точ-
ки, по которым оценивались результаты 
построений, были в пределах исходных 
данных, в связи с этим влияние выбро-
сов за границами исследуемого объекта 
снижено.

Построенные цифровые модели ре-
льефа были проанализированы по от-
клонениям точек, принадлежащих зем-
ной поверхности, но не включенных 
в набор данных для построения ЦМР 
(ground points), от полученных топогра-
фических поверхностей, Ground points, 
с точки зрения рассматриваемого под-
хода, это избыточные измерения.
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Анализ точности выполнялся по сле-
дующим параметрам: Среднее отклоне-
ние, Среднеквадратическое отклонение 
(СКО). Результаты анализа точности при-
ведены в таблице.

Наибольшее значение оцениваемых 
параметров было получено при помо-

щи метода Кригинг, при этом методы 
Минимальная кривизна, Радиальная ба- 
зисная функция и Обратное расстояние 
показали значительно меньшие значе-
ния оцениваемых параметров. Так как 
все эти методы выполняют экстраполя-
цию, то такие высокие значения в ме-

Рис. 8. Оценка точности ЦМР карьера по параметрам: Среднее отклонение (а); СКО (б) (составлено 
авторами)
Fig. 8. Estimation of the accuracy of the pit DEM by parameters: Average absolute deviation (a); RMSE (b) 
(compiled by authors)

Результаты анализа точности построения ЦМР по отклонениям от ground points
The results of the analysis of the accuracy of building a DEM based on deviations  
from ground points

Наименование метода Среднее отклонение, м CКО, м
Кригинг 0,420 0,63
Обратное расстояние 0,190 0,26
Триангуляция с линейной интерполяцией 0,087 0,15
Минимальная кривизна 0,160 0,26
Естественный сосед 0,086 0,15
Радиальная базисная функция  
(Натуральный кубический сплайн) 0,140 0,29
Метод, основанный на теории полюсов  
и теории оптимизации 0,071 0,10



154

тоде Кригинг не могут быть объяснены 
данной особенностью.

Визуальное представление оценок по 
параметрам Среднее отклонение и СКО 
приведено на рис. 8.

Минимальное значение параметра 
Среднее отклонение на исследуемом 
участке было получено с помощью 
предлагаемого метода, основанного на 
теории полюсов и теории оптимизации. 
Данный параметр оказался на 17,5% 
точнее, чем следующий по наименьше-
му значению Среднего отклонения ме-
тод Естественный сосед (0,086 м).

Минимальное значение параметра 
СКО для исследуемого участка было 
получено с помощью предлагаемого ме- 
тода, основанного на теории полюсов 
и теории оптимизации. Значение СКО 
оказалось на 33,3% меньше, чем сле-
дующие наименьшие СКО, полученные 
с помощью методов Триангуляция с ли- 
нейной интерполяцией (0,15 м) и Есте- 
ственный сосед (0,15 м).

Заключение
В исследовании была выполнена клас- 

сификация данных воздушного лазерно- 
го сканирования в полуавтоматическом 
режиме с помощью макроса, написан-
ного в модуле TerraScan, с дальнейшей 
оценкой качества классификации и руч-
ной доработкой. 

Был предложен метод построения циф- 
ровых моделей рельефа, основанный на 
теории полюсов и теории оптимизации, 
который использует триангуляционную 
поверхность как базовую. Данный метод 
позволяет установить дополнительные 

связи между геопространственными дан- 
ными с учетом особенностей рельефа, 
в  частности при изменении кривизны 
поверхности. 

За счет гибкости подхода с исполь-
зованием угла, ограничивающего набор 
обрабатываемых данных, достигается 
изменение гладкости построения, а кор-
ректная обработка экстремумов позволя-
ет исключить избыточную осцилляцию 
поверхности и не допускает появления 
новых локальных экстремумов, не со-
держащихся в исходных данных. 

При использовании данного метода 
обрабатывается весь объем избыточных 
данных, которые редко используются на 
практике для построения цифровых мо- 
делей рельефа. В рассмотренном под-
ходе эти данные позволяют установить 
положение плоскостей (полюсов), не-
обходимых для интерполяции, с мини-
мальным отклонением от точек земной 
поверхности. В исследовании выполне-
ны построения ЦМР с помощью 7 ме-
тодов пространственной интерполяции, 
включая предлагаемый. Оценка точно-
сти построений по параметрам Среднее 
отклонение и СКО выполнялась на боль-
шом объеме данных (4,3 млн точек). Зна- 
чения оцениваемых параметров на ис-
следуемом участке были минимальными 
при использовании предлагаемого ме-
тода и приняли значения 0,07 м и 0,1 м 
соответственно.

Возможность применения предлагае- 
мого метода пространственной интерпо- 
ляции, основанного на теории полюсов 
и теории оптимизации, обосновывается 
полученными результатами. 
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