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Аннотация: Мокрые гравитационные процессы разделения руд характеризуются боль-
шей, по  сравнению с  сухими способами обогащения, экологичностью. Они позволяют 
разделять горные породы с учетом крупности, плотности и формы зерен. Практика обо-
гащения показала, что зерна большинства руд после дробления и измельчения суще-
ственно отличаются по форме друг от друга. Практически все теоретические основы гра-
витационного разделения разработаны для частиц шарообразной формы и в приложении 
к цилиндрическим формам требуют уточнения и соответствующих поправок. В статье 
приводится анализ существующих методов определения скорости падения частиц в жид-
кости. Представлена методика определения установившейся скорости движения цилин-
дрических частиц удлиненной формы, учитывающая положение частицы. В результате 
исследований установлено, что для частиц цилиндрической формы площадь Миделева 
сечения изменяется в  зависимости от  её положения при падении случайным образом 
от площади круга до прямоугольника. Изложены результаты экспериментов по опреде-
лению установившейся скорости движения цилиндрических частиц удлиненной формы 
в  воде в  зависимости от  отношения длины частицы к  диаметру. Приведены графики 
зависимости скорости падения в  воде частиц плотностью 1,27  г/см3 от  отношения их 
длины к диаметру. Найдена статистическая зависимость скорости падения частиц в воде 
от отношения их длины к диаметру. Обоснована необходимость разработки имитаци-
онной модели процесса¸ учитывающей случайный характер размеров частиц: длины, 
диаметра, а также угла между продольной осью симметрии частицы и вектором скорости 
частицы «α». При разработке модели учитывался вид законов распределения случайных 
величин: длины и диаметра частиц (закон Вейбулла), а также угла «α» (нормальный за-
кон распределения).
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Введение 
Объектом исследования является 

процесс падения частиц горной породы 
удлиненной формы в воде.

Цель исследования — определить 
закономерности движения частиц удли-
ненной формы в воде.

Методы исследований
В работе используются методы физи-

ческого и математического моделирова-
ния, экспериментальные исследования, 
регрессионный анализ. Скорость паде-
ния частиц в воде определялась путем 
фиксирования при помощи скоростной 
камеры (1000 кадров/с) процесса, т.е. 
времени и перемещения.

Методология исследований . 
Общелогические методы (анализ 
и  обобщение научно-технической 

и  патентной информации, индукция, 
синтез и т. д.). 

За последние годы всё шире приме-
няются мокрые гравитационные про-
цессы разделения руд. Эти процессы 
характеризуются большей, по  сравне-
нию с  сухими способами обогащения, 
экологичностью. Они позволяют разде-
лять горные породы с  учетом крупно-
сти, плотности и формы зерен. Практика 
обогащения показала, что зерна боль-
шинства руд после дробления и измель-
чения (дезинтеграции) существенно 
отличаются по  форме друг от  друга. 
Однако практически все теоретические 
основы гравитационного разделения 
разработаны для частиц шарообразной 
формы и в приложении к цилиндриче-
ским формам требуют уточнения и соот-
ветствующих поправок.

Abstract: Wet gravity processes of ore separation are characterized by greater environmental 
friendliness compared to dry methods of enrichment. They allow you to separate rocks taking 
into account the size, density and shape of the grains. The practice of enrichment has shown 
that the grains of most ores after crushing and grinding differ significantly in shape from 
each other. Practically all the theoretical foundations of gravitational separation have been 
developed for spherical particles and, when applied to cylindrical forms, require clarification and 
appropriate corrections. The article provides an analysis of existing methods for determining 
the velocity of falling particles in a liquid. A method for determining the steady-state velocity 
of cylindrical particles of elongated shape taking into account the position of the particle is 
given. As a result of the research, it was found that for cylindrical particles, the area of the 
Mid-section varies depending on its position when falling randomly from the area of a circle 
to a rectangle. The results of experiments to determine the steady-state velocity of cylindrical 
particles of elongated shape in water, depending on the ratio of particle length to diameter, are 
presented. Graphs of the dependence of the velocity of falling particles with a density of 1.27 
g/cm3 in water on the ratio of their length to diameter are given. The statistical dependence 
of the velocity of falling particles in water on the ratio of their length to diameter is found. 
The necessity of developing a simulation model of the process taking into account the random 
nature of particle sizes: length, diameter, as well as the angle between the longitudinal axis of 
symmetry of the particle and the velocity vector of the particle “α” is substantiated. Moreover, 
when developing a model, it is necessary to take into account the type of laws of distribution 
of random variables.
Key words: the velocity of falling particles in a liquid, the Reynolds number, the diameter and 
length of the particle, the mid-section, the coefficient of resistance of the medium.
For citation: Afanas’ev A. I., Potapov V. Ya., Uporov S. A., Potapov V. V. Features of calculation 
arch support with a splitting investigation of the final deposition rates in liquids of elongated 
rock particles. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 2023;(12-1):5—16. [In Russ]. DOI: 10.25018/0236
_1493_2023_121_0_5.
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Основой теоретических и  экспе-
риментальных исследований мокрого 
гравитационного разделения в данной 
работе является изучение конечных 
скоростей свободного падения цилин-
дрических тел в жидкости. Знание зако-
номерностей процесса падения этих 
частиц позволит обосновывать рацио-
нальные параметры машин, обеспечи-
вающие повышение эффективности их 
работы за счет увеличения извлечения 
полезных компонентов и  снижения 
потерь в хвостах.

Результаты исследований и их 
обсуждение

В жидкой среде в состоянии свобод-
ного падения цилиндрические частицы 
могут располагаться горизонтально, 
вертикально и  наклонно к  направ-
лению падения, т. е. к  образующим 
цилиндров. 

Известны две формулы для опре-
деления конечных скоростей паде-
ния цилиндрических частиц — Лэмба 
и Антонычева — Нагирняка [1, 2]:

( )2

0

1
1 2ln

8 2
мr g

v ykr
δ − ρ   = −   µ   

;	  (1) 

	
( ) 2

0 lnжk g l r
v rl l

l

δ − ρ + = − µ  
,	 (2)

где 0 v  — конечная скорость падения, м/
сек; k  — коэффициент, определяемый 
опытным путём; ρж — плотность воды, 
г/см3; ρм — плотность частицы, г/см3; 
μ  — динамическая вязкость среды, 
Па·с; r   — радиус цилиндра, м; l   — 
длина образующей цилиндра; м; y – 
постоянная Маскерони, равная 1,78 см-1.

Эти формулы предназначены для 
расчёта конечных скоростей падения 
частиц при числах Рейнольдса, не пре-
вышающих единицу, т. е. для ламинар-
ного режима. 

Т. Г. Фоменко вывел общую формулу 
для определения конечных скоростей 
падения шарообразных частиц в воде:

	 610,8 ;о

d
v k

δλ
=

µ
	 (3)

где k   — коэффициент формы; λ   — 
толщина пограничного слоя, см.

Для использования этой формулы 
необходимо экспериментально опре-
делить величины k  и  λ . Эти пере-
менные определены по  конечным 
скоростям падения в  воде частиц 
кварца в  зависимости от  их диаме-
тра [1–3]. Для цилиндрических тел 
метод Т.  Г.  Фоменко применять 
затруднительно, так как экспери-
ментальных данных по  конечным 
скоростям падения цилиндрических 
тел в жидкости в известной литера-
туре не найдено.

Формулы (1) и  (2), как и  формула 
Стокса для шарообразных частиц, учи-
тывают только вязкостное сопротивле-
ние среды, и поэтому они могут быть 
использованы для расчёта скоростей 
падения частиц диаметром 100  мкм 
и меньше.

Для турбулентного режима дви-
жения частиц (Re > 2000) скорость 
падения определяется по закону Нью-
тона — Рихмана:

	
( )м ж

0
ж

1,63
d g

V
ρ − ρ

=
ρ

,	  (4)

где d  — эквивалентный диаметр 
частицы, м.

П. В. Лященко [4–7] предложил 
определять установившуюся скорость 
падения частиц с использованием диа-
граммы Релея [ ( )2Re f Reψ = ]. Для 
этого необходимо предварительно 
определить коэффициент сопротивле-
ния движению, зависящий от  формы, 
размеров и плотности зёрен:
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	 ( )
3

2 ж
м ж 26

d
Re g

ρπ
ψ = ρ − ρ

µ
,	  (5)

где ψ — коэффициент сопротивления, 
зависящий от формы зёрен.

На основе экспериментальных дан-
ных П. В. Лященко построена диа-
грамма (Релея), устанавливающая зави-
симость между Re  и  2Re ψ .

Коэффициент сопротивления среды 
для шара находился из  уравнения 
[8–10]

	 2 2 ,
P

d v
ψ =

∆
	  (6)

где Р — сила тяжести частицы, Н.
При замене площади Миделевого 

сечения шара 
2

4
dπ

 в  формуле (6) 

на площадь миделевого сечения цилин-
дра d l можно получить коэффициент 
сопротивления среды для цилиндриче-
ских тел:

	 2 .ц

P
dlv

ψ =
∆

	  (7)

Однако площадь Миделева сечения 
удлиненной частицы зависит от её ори-
ентации при падении. Поэтому фор-
мула (7) не  может быть использована 
для построения диаграммы 

[ ( )2Re f Reψ = ]. 
Этот коэффициент можно опреде-

лить из равенства движущих сил и сил 
сопротивлений при равномерном дви-
жении частицы в жидкости [11 — 14]:

	 ( ) 2
м в м 0 вV g F Vρ − ρ = ⋅ρ⋅ ⋅Ψ ,	  (8)

где V  — объем частицы, м3; Fм  —  
площадь Миделева сечения части- 
цы, м2. 

После определения Re
2ψ скорость 

падения находится по формуле 

	 0
ж

Re
V

d
µ ⋅

=
⋅ρ

.	  (9)

Однако формулы (3)—(9) справед-
ливы для частиц шаровидной формы.

В результате наших исследований 
установлено, что для частиц цилин-
дрической формы площадь Миделева 
сечения изменяется в  зависимости 
от её положения при падении случай-
ным образом от  круга (πd2/4) до  пря-
моугольника (dl). На рис. 1 изображено 
положение цилиндрической частицы 
при падении [15—18]. 

Поэтому уравнение равновесия при 
движении цилиндрической частицы, 
согласно закону Ньютона, имеет вид

( )
2

2
в м 0 в 

4 м

d
l g F V

π
⋅ ρ − ρ = ⋅ ⋅ρ ⋅Ψ .	  (10)

Учитывая, что /l d n , уравнение 
10 можно записать в виде

( ) 2
0 м в м 0 вF d n g F V⋅ ρ − ρ = ⋅ ⋅ρ⋅ ⋅Ψ .	 (11)

Рис. 1. Положение цилиндрической частицы 
при падении от угла наклона
Fig. 1. The position of the cylindrical particle in 
the fall from angle of inclination
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Учитывая, что  ,
l
n

d
=  из уравнения 

(11) можно получить скорость падения 
частицы 

	 м ж 0
0

ж м

Fg
V d n

F
ρ − ρ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
ρ Ψ

,	  (12)

где d  — диаметр частицы, м; ρм  — 
плотность материала, кг/м3; ρж — плот-
ность жидкости, кг/м3.

Зависимость отношения площадей 
Миделевых сечений от  отношения 

/  l d n= , изменяющихся в  диапазоне 
от n = 1 до n =10, имеет следующий 
вид [19—22]:

	 0

cos 4 sinм

F
F n

π
=
π α + α ,	  (13)

где 
2

0 ;
4
d

F
π

=  2
мF d n= ⋅ ; α  — угол 

между горизонтальной осью Х и про-
дольной осью симметрии частицы (см. 
рис. 1)

Уравнения (10) и  (11) показывают, 
что скорости падения цилиндрической 
частицы зависят от  нескольких част-
ных величин: диаметра частиц  — d; 
длины частицы  — l d n= ⋅ ; площади 
Миделева сечения — мF .

Максимальной скорость падения 
частицы будет тогда, когда площадь 
Миделева сечения будет равна площади 
круга м 0F F= . В  этом случае частица 
падает вертикально вниз, а  образую-
щая цилиндра параллельна вертикали. 
При этом длина частицы будет макси-
мальной.

Минимальной скорость падения 
частицы будет если образующая цилин-
дра перпендикулярна векторной скоро-
сти, при этом 2

мF d n= ⋅ . При расчетах 
«α»  — угол между горизонтальной 
осью Х и продольной осью симметрии 
частицы принимался равным 0 и π/2.

Для проверки адекватности уравне-
ния (10) реальному процессу нами 
были проведены эксперименты 
по  определению скорости падения 
в жидкости цилиндрических тел с раз-
личной плотностью. Плотность мате-
риала  изменялась  в   пределах 

3
м 1,2  4 г / смρ = … , что соответство-

вало плотности абсолютного большин-
ства горных пород. Жидкость — вода 
с  динамической вязкостью 0,001µ =  
Па·с. Размеры частиц: диаметр 

2,0 4,5d = … мм, отношение длины 

частицы к диаметру 1 10
l

n
d

= = … . 

Эксперименты проводились при темпе-
ратуре жидкости +20°C. Опыты повто-
рялись не менее 10 раз. Одновременно 
осаждались 10…20 частиц.

В табл. 1 приведены результаты экс-
периментов по определению скорости 
осаждения частиц в воде, а также рас-
четные по формулам (4) и (12). Расчет 
скорости падения частиц (формула (4)) 
производится по эквивалентному диа-
метру [5], который находился из фор-
мулы

	 33
Э

6
1,5

V
d d n= =

π
.	  (14)

В восьмом столбце табл. 1 приве-
дены диапазоны расчетных скоростей 
падения частиц: максимальная скорость 
при α = 0, минимальная при α = π/2.

В  знаменателе относительное рас-
хождение в %.

На рис. 2 приведены графики зави-
симости скорости падения частиц плот-
ностью 2,7 г/см3 в воде от отношения 
их длины к диаметру.

Для измерения скорости падения 
частиц в  воде использовалась про-
зрачная (стеклянная) труба диаметром 
70  мм и  длиной 600  мм (на  трубу 
была нанесена разметка через 10 мм), 
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Таблица 1
Скорость падения в воде частиц различной формы
The rate of falling of particles of various shapes in water

№ Размеры 
частицы, 

мм

Сред-
няя 
ско-
рость 
паде-
ния, 
см/с

Коэф-
фициент 
вариа-
ции, %

Эквива-
лентный 
диаметр, 

мм

Расчетные скорос-
ти, см/с, по фор-

мулам

Мате-
риал

Плотно-
сть 

части-
цы
ρd l/d dэ 4 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4,5 1 13,8 6,4 5,15 19,0/38 10,9/21 Резина 1,27

2,1 14,8 10,6 6,6 21,6/46 15,5–10,5

5 15,5 17 8,8 25/61 24,5–15,7

10 16,7 22 11,1 28,0/67 34,3–20,1

2 2,5 1 25 14,6 3,0 36/44 20,2/44 Алюми-
ний

2,7
2 29 16 3,6 40/38 28–19,1
5 30 17 4,9 46,5/55 45,3–25,2
10 37,5 23 6,2 52,2/39 64,2–37,5

3 4,5 1 32 13 5,1 47/40 27,5/14

2,5 44 12 7,0 54/24 43,4–24,4

5 52 20 12,3 63/21 61,3–46,9
10 67 15 17,4 72/8 86,5–24,5

4 +2
–3

1–1,5 40,5 15,6 3,8 52,5/30
*

52,4–35,7 Халько–
пирит

3,8

Рис. 2. Зависимости скорости падения частиц в воде от отношения  l/d: 1 — d = 2,5 мм; 
2 — d = 4,5 мм
Fig. 2. Dependences of the velocity of falling particles in water on the l/d ratio: 1 — d = 2,5 mm; 
2 — d = 4,5 mm
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а также камера SAMSUNG с частотой 
кадров 30, 240, 480 и 1000 в секунду 
и фиксацией времени через 0,01 с. 

С целью уменьшения времени раз-
гона до постоянной скорости движения 
в воде частицы сбрасывались с опре-
деленной высоты. Эта высота обеспе-
чивала разгон частицы и, после входа 
её в воду, на относительно небольшом 
участке, разгон (или торможение) 
до установившейся скорости. Виде-
осъемка осуществлялась со скоростью 
480 кадров в секунду, а расшифровка 
записи — при 30 кадрах в секунду. 
Таким образом, было обеспечено точ-
ное фиксирование момента прохож-
дения частиц отметок на стеклянной 
трубе.

Скорость падения частиц в воде 
определялась в следующем порядке:

1) по формуле (12) рассчитывалась 
возможная установившаяся скорость 
(Vв, см/с) падения частицы в воде;

2) по данной скорости (Vв) опре-
делялась высота (Н,  см) сбрасывания 
частиц, т.е. расстояние до зеркала воды 
(Н = (Vв

2/2g), g — ускорение свобод-
ного падения, см/с, Vв, см/с);

3) одновременно со сбросом частиц 
включалась камера SAMSUNG и произ-
водилась видеосъемка нижней части (S 
= 20 cм) прозрачной трубы, а также при 
помощи камеры фиксировалось время 

(tо,с) прохождения частицей (или середи-
ной «облака» частиц) этого расстояния;

4) средняя скорость (Vi) установив-
шегося движения частиц в единичном 
опыте определялась по известной фор-
муле (Vi = S/  tо), а затем определялась 
средняя по нескольким (n) опытам ско-
рость (Vср = ΣVi / n);

5) после определения средней ско-
рости падения частиц в воде (по обще-
известной формуле) находился коэффи-
циент вариации скорости.

Статистическая зависимость скоро-
сти падения частиц в воде от отноше-
ния их длины к диаметру имеет вид:
Ряд 1: V0 =  1,25(l/d) + 24,7;  (15)
Ряд 2: V0 =  3,23(l/d) + 35,2.  (16)

Корреляционные отношения, рав-
ные, соответственно, R² = 0,94 и R² = 
0,98 [7], свидетельствуют о наличии 
существенной зависимости скорости 
падения частиц в воде от отношения их 
длины к диаметру.

На рис. 3 приведены графики зави-
симости скорости падения в воде 
частиц плотностью 1,27 г/см3 от отно-
шения их длины к диаметру.

Статистическая зависимость скоро-
сти падения частиц в воде от отноше-
ния их длины к диаметру имеет вид

 V0 = 0,29(l/d) + 13,9.  (17)

Рис. 3. Зависимости скорости падения частиц в воде от отношения l/d: d = 4,5 мм
Fig. 3. Dependences of the velocity of falling particles in water on the ratio l/d: d = 4.5 mm
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Корреляционное отношение R² = 0,94  
также свидетельствует о наличии суще-
ственной линейной связи скорости 
падения частиц в воде и отношения их 
длины к диаметру.

Рис. 2 и  3 подтверждают адекват-
ность формулы (9) реальному про-
цессу. Увеличение разности плот-
ностей частиц практически в  6  раз 
приводит к увеличению скорости паде-
ния в (6)0,5 раз.

Выводы
1. Для частиц, у которых отношение 

размеров по трем осям близко к 1 (шар, 
куб, цилиндр) расхождение экспери-
ментальных значений скорости их 
падения в  воде и  расчетных по  фор-
муле (4) составляет 30—44%. Это 
можно объяснить тем, что объем 

цилиндра высотой d 
2

4
d

V d
 π

= ⋅ 
 

 

больше объема шара 
3

6
d

V
 π

= 
 

 

в 6/4 раз, а отношение площади Миде-
левого сечения шара и  цилиндра при 
различных положениях частицы (α = 
= 0…π/2) находится в пределах (1…0,8).

2. Для относительно длинных зерен 

( 10 и более
l
d
= ) экспериментально 

определенные скорости падения 
частиц в  воде отличаются от  расчет-
ных по  формуле (3) на  31–67%. Это 
свидетельствует о  том, что формула 
(3) имеет ограниченную примени-
мость.

3. Расчеты показывают, что для 
относительно длинных зёрен l/d  

( 10 и более
l
d
= ) диапазон скоростей 

падения, определенный по  формуле 
(12), включает скорости, определен-
ные экспериментально. Это свидетель-
ствует о  том, что данная формула 
может обеспечить необходимую точ-
ность расчета скоростей движения 
частиц, при условии использования 
имитационной модели процесса¸ учи-
тывающей случайный характер их 
длины, диаметра и угла α. Причем при 
разработке модели необходимо учиты-
вать вид законов распределения слу-
чайных величин.

4. Коэффициент вариации скорости 
падения частиц в  воде увеличивается 
с увеличением отношения длины к диа-
метру. Это можно объяснить тем, что 
увеличение l/d приводит к  большему 
влиянию положения частицы относи-
тельно вертикали, т.е. на процесс паде-
ния все большее влияние оказывает 
угол α. 
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