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Введение
Породные отвалы в горнодобываю-

щих регионах создают экологические 
проблемы, занимают большие площади, 
которые могли бы быть использованы 
под застройку и для сельскохозяйствен-
ных угодий [1]. Извлечение пустой поро- 
ды из шахт является весьма дорогостоя- 
щим процессом, повышающим себестои- 
мость продукции. Решить эти проблемы 
позволяет закладка породы в вырабо-
танное пространство шахт, что является 
весьма актуальным для подземной до-
бычи полезных ископаемых [2, 3]. Для 
закладки требуется дробление породы, 
полученной при проведении горных вы- 
работок, с целью дальнейшего пневмо- 
или гидротранспортирования в вырабо- 
танное пространство. При этом следует 
иметь в виду, что дроблению должны 
подвергаться в том числе и прочные по- 
роды с пределом прочности до 180 МПа.

Подготовку породы для транспорти-
рования [4] и закладки целесообразно 
производить непосредственно в шахте. 
Расположение дробилки в шахте накла-
дывает на ее конструкцию и параметры 
ряд требований, прежде всего они каса-
ются габаритных размеров и вопросов 
взрывобезопасности [5]. Одним из пер-
спективных вариантов является исполь-
зование одновалковых дробилок [6, 7]. 
На рис. 1 представлен поперечный раз-
рез рабочей камеры такой дробилки.

В корпусе 1, оснащенном армиру-
ющими плитами 2, расположен вал 3. 
На нем эксцентрично на подшипниках 
установлен рабочий валок 4. Дробление 
осуществляется методом раздавливания 
и раскалывания материала путем защем-
ления кусков породы между валком и 
неподвижными щеками. Вал дробилки 
снабжен противовесами, которые урав-
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новешивают силы инерции, обусловлен- 
ные эксцентричным расположением вал- 
ка. Дробилка имеет две симметричные 
рабочие камеры слева и справа от валка, 
что обеспечивает при малых габаритах 
высокую производительность и может 
использоваться для дробления крепких 
горных пород. Благодаря малым габа-
ритным размерам дробилки такого типа 
могут использоваться также на пере-
движных дробильных установках в на-
земных условиях. 

Для создания высокоэффективных 
одновалковых дробилок необходимо ре- 
шить вопросы обоснования и выбора 
параметров рабочей камеры и исполни- 
тельного органа. За счет этого можно 
повысить производительность и снизить 
энергопотребление дробилки. Исследо- 
ваниям и оптимизации рабочих процес- 
сов дробильного оборудования посвяще- 
но большое количество работ. В статье 
[8] выполнена оптимизация параметров 
и режима работы щековой дробилки, од- 
нако полученные математические моде-
ли не могут быть непосредственно ис-

пользованы при постановке и решении 
задачи оптимизации одновалковой дро-
билки. В работах [9, 10] выполнено ма-
тематическое моделирование двухвал-
ковых дробилок высокого давления, од-
нако результаты этих исследований не 
могут быть распространены на другие 
виды дробилок. В работе [11] выпол-
нены исследования рабочего процесса 
одновалковой дробилки для дробления 
горных пород, но рассмотренная дробил- 
ка имеет неподвижную ось валка, то 
есть не является гирационной. В работе 
[12] получены математические модели 
динамики двухвалковых дробилок, в ней 
отсутствуют рекомендации по выбору 
параметров рабочих камер и исполни-
тельных органов. В работах [13, 14] да- 
ны рекомендации для проектирования 
и изготовления дробилок для алюми-
ниевых консервных банок, которые не 
могут быть непосредственно распрост- 
ранены на дробилки для горных пород. 
В работе [15] авторами предложена кон- 
струкция дробилки непрерывного дейст- 
вия, однако эта дробилка не относится 
к типу одновалковых дробильных ма-
шин. Рассмотрены вопросы оптимизации 
величины эксцентриситета приводного 
вала применительно к щековым дро-
билкам с целью повышения их надеж-
ности. Однако полученные математиче- 
ские модели не могут быть использо-
ваны для решения задачи оптимизации 
величины эксцентриситета вала одно-
валковой дробилки. В работе [16] при-
ведены результаты экспериментальных 
исследований дробилки для дробления 
камня, используемой в строительной ин- 
дустрии. В статье [17] исследован про-
цесс дробления породы в конусных дро-
билках и его влияние на гранулометри-
ческий состав и механические свойства 
продукта дробления. В работе [18] ис-
следовано влияние типа дробилки на 
форму и размеры продукта дробления. 
Однако в ней отсутствуют рекоменда- 

Рис. 1. Рабочая камера одновалковой дробилки
Fig. 1. Working chamber of single-roll gyratory crusher
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ции по выбору типа дробилки для под- 
готовки закладочного материала в уголь-
ных шахтах и рудниках. 

В статье [19] проведены моделиро-
вание и оптимизация формы и размеров 
продукта дробления применительно к 
конусным дробилкам и ударным дробил-
кам с вертикальным валом. В работах 
[20, 21] рассмотрены вопросы автомати-
ческого управления передвижными дро-
бильно-сортировочными установками, 
оснащенными конусными дробилками. 
Исследования [22—25] посвящены уста- 
новлению взаимосвязи между различны- 
ми свойствами крепких горных пород и 
их способностью к дроблению и измель-
чению. В работах [26—29] выполнены 
исследования рабочего процесса конус- 
ной дробилки с использованием метода 
дискретных элементов DEM. В статье 
[30] этот же метод в сочетании с мето- 
дом генетических алгоритмов использо- 
ван для оптимизации процесса дробле-
ния железной руды в конусной валко-
вой дробилке. 

Работы [31—33] посвящены разра-
ботке полномасштабной физической мо- 
дели щековой дробилки.

Как показывает анализ опубликован-
ных работ, вопросы математического мо- 
делирования и оптимизации дробилок 
являются весьма актуальными [34, 35]. 
Существенную роль для обеспечения 
эффективного дробления играет рацио- 
нальное профилирование рабочей ка-
меры одновалковой дробилки, а также 
выбор рациональных значений эксцент- 
риситета и частоты вращения вала дро-
бящего валка. Однако в технической ли-
тературе отсутствуют математические 
модели, позволяющие решать задачи ра- 
ционального профилирования рабочей 
камеры и оптимизации параметров од-
новалковых дробилок применительно 
к процессам подготовки горных пород 
для закладки в выработанное простран-
ство шахт. 

Целью работы является математиче- 
ское моделирование и оптимизация па-
раметров рабочей камеры и исполни-
тельного органа (валка) одновалковой 
шахтной дробилки, предназначенной для 
дробления крепких горных пород в про-
цессе их подготовки к закладке в выра-
ботанное пространство шахт.

Для достижения поставленной цели 
были решены следующие задачи: 

• получить и решить дифференци-
альное уравнение кривой рационально-
го профиля щеки рабочей камеры одно-
валковой дробилки;

• получить аналитические выраже-
ния для определения частоты вращения 
и производительности дробилки рас-
сматриваемого типа;

• разработать математическую мо-
дель для определения кинематических 
составляющих нагрузки на валок одно-
валковой дробилки;

• выполнить оптимизацию парамет- 
ров рабочей камеры дробилки. 

Материалы и методы
На первом этапе исследований выве-

дено и решено дифференциальное урав-
нение кривой, описывающей рацио- 
нальный профиль щеки рабочей камеры. 
Затем были получены аналитические вы- 
ражения для рациональной частоты вра-
щения валка, а также производитель-
ности дробилки. На следующем этапе 
исследований нами разработана матема-
тическая модель для определения кине- 
матических составляющих нагрузки на 
рабочий орган. Полученные аналитиче- 
ские выражения в совокупности пред-
ставляют собой математическую модель 
рабочего процесса одновалковой дробил-
ки. Затем была поставлена и решена за-
дача многокритериальной оптимизации 
параметров рабочего органа и камеры 
дробления: выбраны функции цели, оп-
тимизируемые параметры, ограничения 
и метод решения задачи многокритери-
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альной оптимизации. При проведении 
исследований использованы аналитиче- 
ские методы. При решении задачи рацио- 
нального профилирования рабочей ка-
меры дробилки использованы методы 
статики твердого тела и методы состав-
ления и решения обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений первого порядка. 
При анализе периодических составляю-
щих нагрузок на рабочий валок исполь-
зован метод разложения периодических 
функций в ряд Фурье.

Многокритериальная оптимизация па- 
раметров рабочей камеры и валка про-
изводилась с использованием метода с 
применением нечетких («размытых») 
множеств [35, 36]. Суть принятого ме-
тода многокритериальной оптимизации 
параметров заключается в следующем. 
Пространство параметров равномерно 
заполняется точками по детерминиро-
ванному алгоритму

P P
P P j

Ni j i
i i

i
, min

max min� �
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� 
  1

1
, (1)

где Ni — количество уровней i-го пара-
метра; j = 1, 2 ... Ni — порядковый но-
мер значения i-го параметра.

Для каждой точки производится вы-
числительный эксперимент, в результа-
те которого определяются значения вы-
бранных частных критериев (функций 
цели), образующих множество K = {k1, 
k2, ...knk}, где nk — количество частных 
критериев.

Затем производится выбор наилуч- 
шего решения, основанный на опреде- 
лении обобщенного критерия. Форми- 
рование обобщенного критерия требует 
нормализации (нормирования) частных 
критериев, т.е. приведения их к безраз-
мерному виду.

Нормирование критериев произво-
дится путем их представления в виде 
нечеткого (размытого) множества:

k k kj j j j� � �� �, ( )� , (2)

где ξj(kj) — функция принадлежности 
конкретного значения j-го критерия раз-
мытому множеству наилучшего значе-
ния.

Функция принадлежности принима- 
ет значения из интервала [0, 1], причем 
чем ближе значение к 1, тем выше сте-
пень соответствия критерия «наилуч-
шему» решению, т.е. степень прибли-
женности к локальному оптимуму по 
критерию kj.

Например, в случае, когда задача сво- 
дятся к минимизации критериев, функ-
цию принадлежности целесообразно 
представить в виде:
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где kjВ, kjМ — соответственно наиболь-
шее и наименьшее из полученных зна-
чений j-го критерия; aj — показатель 
нелинейности, который выбирается ли-
цом, принимающим решения, из эври-
стических соображений. 

При aj = 1 функция принадлежности 
линейная, при aj > 1 — вогнутая, при 
0 < aj < 1 — выпуклая. Очевидно, что 
чем более жесткие требования предъяв- 
ляются к необходимости приближения 
заданного критерия к локальному ми-
нимуму kjМ, тем большие значения дол-
жен принимать параметр aj.

Обобщенный критерий принимается 
также в виде функции принадлежности:
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где e — параметр, который выбирается 
субъективно в зависимости от принято-
го принципа компромисса.

Компромиссное решение выбирает-
ся с учетом ограничений из рассматри-
ваемых вариантов сочетания парамет- 
ров таким образом, чтобы обеспечить 
максимальное значение обобщенного 
критерия. 
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Результаты
Одной из главных задач при проек- 

тировании одновалковой дробилки явля- 
ется выбор формы и размеров рабочей 
камеры. При определении рационально- 
го профиля щеки главным требованием 
является возможность захвата куска по- 
роды с максимальным размером dmax (при- 
мерно 300 мм для шахтных дробилок) и 
удержание куска в процессе дробления 
в камере дробилки. Схема взаимодей-
ствия куска породы с валком и щекой 
представлена на рис. 2, где Rв — радиус 
валка; e — эксцентриситет (e<<Rв).

Рассмотрим равновесие куска поро-
ды в рабочей камере дробилки. На ку-
сок породы действуют силы: N — сила, 
действующая со стороны валка, которая 
в первом приближении проходит через 
ось вала (точка О); N1 — нормальная со-
ставляющая реакции щеки; Fтр — сила 
трения куска о щеку. Равновесие воз-
можно, если рассматриваемые силы об-
разуют треугольник сил, приведенный 
на рис. 2. Из этого треугольника следует:
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где fтр — коэффициент трения породы о 
щеку; b — угол захвата, то есть угол меж-
ду касательными к поверхностям валка  

и щеки в точках контакта (при рекомен-
дуемом значении fтр = 0,3, b = 16,4°).

Уравнение кривой профиля y(x) оп- 
ределяется из условия (5). Поскольку 
производная y'(x) — это тангенс угла Ψк 
наклона касательной к искомому про-
филю, причем 
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Решая это уравнение, получим выра-
жение для искомого профиля в поляр-
ной системе координат:

r r fH Hmp� �� ��� ��exp � � , (7)

где rн = Rв + dmax — e.
Из полученного уравнения (7) следу- 

ет, что требуемый профиль щеки пред-
ставляет собой логарифмическую спи-
раль. Как показывает анализ, эта кривая 
с достаточной для практики точностью 
может быть аппроксимирована дугой 
окружности. Значением угла ϕн можно 
задаваться, исходя из конструктивных 
соображений или рассматривая его в 
качестве одного из оптимизируемых па-
раметров. Тогда величина угла ϕк опре-
деляется из выражения

Рис. 2. Расчетная схема для определения оптимального профиля камеры дробилки
Fig. 2. Calculation scheme for determining the optimal profile of the crusher chamber



94

K Hf
R d e
R d emp
в

в

1 ln min

max

, (8)

где dmin — минимальный размер куска 
дробленого продукта.

Рассматриваемая дробилка по прин-
ципу работы наиболее близка к щековым 
дробилкам. Поэтому при выборе ее па-
раметров целесообразно использовать 
опыт проектирования щековых дробилок 
[26]. Можно рекомендовать принимать 
диапазон возможных значений эксцен-
триситета таким, чтобы размеры «тела 
выпадения» (АВСD на рис. 2) примерно 
соответствовали требуемому размеру 
куска дробленого материала (например, 
70—80 мм для шахтных дробилок). 

Выпасть из дробилки могут только те 
куски, которые находятся ниже ради-
альной плоскости СD, на уровне кото-
рой ширина камеры дробления в момент 
окончания рабочего хода равна ширине 
выходной щели при максимальном от-
ходе рабочего валка, то есть СD = АВ'. 
Из этого условия с использованием вы-
ражения (7) получим угол aв, определя-
ющий размеры «тела выпадения»:
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Время выпадения тела АВСD при ус-
ловии его равноускоренного движения
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где Sс — путь DA движения частицы, рас- 
положенной в точке D; aс — ускорение 
частицы, движущейся по профилю DА 
под воздействием силы тяжести и давле- 
ния вышележащих кусков породы. 

Продолжительность отхода ротора от 
щеки равна времени половины оборота 
вала to = 30/nв, где nв — частота враще-
ния вала в об/мин. Отсюда, приравни-
вая tв и to, получим выражение для опре-
деления требуемой частоты вращения 
вала
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При определении ускорения частицы 
aс можно принимать aс = 0,5(aн + g), где 
aн — ускорение частицы, движущейся 
под действием силы тяжести с учетом 
трения по поверхности DА, которая в 
первом приближении может рассматри-
ваться как наклонная плоскость; g — ус- 
корение свободного падения:

a g fH cp mp cp� �� �sin cos� � , (11)
где

cp в K0 5, . (12)
Объемная производительность дро-

билки определяется из выражения:
Q = 2mp nв Vт , (13)

где mр = 0,5...0,6 — коэффициент разрых-
ления материала при выходе из дробил-
ки; Vт — объем «тела выпадения», м3;

Vт = S1 Lв (14)
где S1 — площадь фигуры АВСD; Lв — 
длина валка.
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По полученным зависимостям (5)—
(15), задаваясь значениями эксцентриси- 
тета e и центрального угла начала про-
филя ϕн, можно определить производи-
тельность дробилки.

Циклический характер сжатия поро-
ды в рабочей камере валковой дробил-
ки приводит к формированию неравно-
мерной нагрузки на валок. Амплитуды 
колебаний радиальной силы и момента 
сил сопротивления на валке существен-
но зависят от центральных углов начала  
и конца профиля ϕн и ϕк. Расчетная схе-
ма для определения кинематических со- 
ставляющих нагрузок, действующих на 
валок, приведена на рис. 3.

За положительное направление при-
нято направление вращения против хо- 
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да часовой стрелки. Щеки дробилки обоз- 
начены буквами «а» и «б». Отсчет углов 
ведется вверх от оси х, то есть приве-
денный на рисунке угол ϕн имеет поло-
жительное значение, а угол ϕк — отри-
цательное.

При составлении расчетной схемы 
сделаны допущения:

• радиальная нагрузка на валок для 
каждой из щек пропорциональна вели-
чине центрального угла сектора, в кото-
ром происходит сжатие дробимой горной 
массы;

• результирующее радиальное усилие 
для каждой из рабочих щек приложено 
посередине сектора, в котором происхо-
дит сжатие;

• при определении плеча силы дроб- 
ления принимаем, что линия действия 
силы проходит по нормали к поверхно-
сти валка;

• при определении угла наклона си- 
лы дробления предполагаем, что линия 
действия силы проходит через ось вра-
щения вала; вносимая при этом погреш-
ность мала, так как эксцентриситет е зна- 
чительно меньше радиуса валка Rв.

Крутящий момент, действующий на 
валок МF = Ма + Мб, где Ма, Мб — мо-
менты сил, действующих со стороны 
щек а и б:

Ма = –Fа rа;  Мб = –Fб rб (16)

Здесь Fа, Fб — силы, действующие на 
валок со стороны щек а и б; rа, rб — 
плечи этих сил относительно оси вра-
щения вала.

rа = –e cos(aа + ϕ); 
rб = e cos(ϕ — aб); (17)

где aа, aб — угол наклона векторов 
сил Fа и Fб к горизонтальной оси х (см. 
рис. 3).

Проекции усилий Fа и Fб на оси ко-
ординат определяются из выражения:

Fxа = Fа cosaа;  Fxб = –Fб cosaб , (18)

Fyа = –Fа sinaа;  Fyб = –Fб sinaб . (19)
Результирующее усилие, действую-

щее на валок, и его проекции определя-
ются следующим образом:

Fx = Fxа + Fxб ;  Fy = Fyа + Fyб;

Fд
� �F Fx y

2 2 . (20)
При этом PF — удельное усилие, 

действующее на валок, отнесенное к 
единичному центральному углу: 
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где Fmax — максимальное действующее 
на валок усилие, которое возникает при 
сжатии материала по всей поверхности 
щеки.

Графики зависимостей (16) и (20) при- 
менительно к типичным для шахтных 

Рис. 3. Расчетная схема для определения кинематических составляющих нагрузок, действующих  
на валок
Fig. 3. Calculation scheme for determining the kinematic components of the loads acting on the roll
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дробилок параметрам представлены на 
рис. 4. Указанные графики приведены 
в безразмерной форме, причем норми-
рование для усилий производилось для 
моментов — на величину Мmax = Fmaxe.

Из полученных результатов следует, 
что кинематические составляющие на-
грузок на валок представляют собой 
периодические функции угла поворота 
вала. Для удобства анализа эти перио- 
дические функции, описывающие внеш-
нюю нагрузку, разложены в ряд Фурье

a i b ii i
i

N

sin( ) cos( )� �3 3
0

2

�� �
�
� ,

где i — порядковый номер гармоники; 
N2 — количество учитываемых гармо-
ник (как показал анализ, для типичной 
шахтной дробилки можно принимать 
N2 = 4). 

Следует отметить, что вид графиков 
зависит от взаиморасположения и раз-
мера щек, то есть от углов ϕн и ϕк. Пред- 
ставляет интерес задача выбора таких 
значений этих углов и эксцентриситета 
вала, при которых достигались бы ми-
нимальные амплитуды кинематических 
составляющих нагрузки и максималь-
ная производительность дробилки. 

Постановка задачи оптимизации па- 
раметров дробилки предусматривает вы-
бор и обоснование функций цели (кри- 
териев качества), оптимизируемых па-
раметров, ограничений и метода поиска 
оптимальных решений. В качестве функ-

ций цели принимаем расчетную про-
изводительность дробилки Q, которую 
требуется максимизировать, и коэффи-
циенты вариации крутящего момента и 
радиальной силы νм и νF, требующие ми-
нимизации (соответственно, k1, k2 и k3). 
Таким образом, рассматриваемая задача 
оптимизации является многокритериаль-
ной. 

В качестве оптимизируемых пара- 
метров в рассматриваемой задаче опти-
мизации целесообразно принимать ве-
личины начального угла профиля ϕн и 
эксцентриситета e (соответственно, P1 
и P2). На значения оптимизируемых па- 
раметров накладываются параметриче-
ские ограничения с точки зрения воз-
можности их технической реализации 
(Pi min ≤ Pi ≤ Pi max). Для рассматриваемых 
шахтных дробилок важную роль играет 
функциональное ограничение на значе-
ния скорости взаимодействия валка с 
куском породы по условию фрикцион-
ного искрения:

v
e n

vв
доп30 , (22)

где vдоп = 0,3—0,4 м/с.
Количество уровней факторов (пара-

метров) принималось 8 для начального 
угла при параметрических ограниче-
ниях 40—75° и 5 для эксцентриситета 
(при ограничениях 0,005—0,025 м).

Числовые значения основных пара-
метров принимались следующими: dmin = 

Рис. 4. Кинематические составляющие нагрузок на рабочий валок дробилки
Fig. 4. Kinematic components of loads on the work roll of a gyratory crusher
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= 0,07 м, dmax = 0,03 м, Rв = 0,03 м, fтр = 0,3, 
mр = 0,55, Lв = 0,82 м, vдоп = 0,3 м/с. 

Полученные математические модели 
и результаты оптимизации параметров 
рабочих органов и камеры дробления це- 
лесообразно использовать при проекти-
ровании одновалковых дробилок, пред-
назначенных для работы в подземных 
условиях, а также в составе поверхно- 
стных передвижных дробильных комп- 
лексов. Разработанная методика много-
критериальной оптимизации дробилки 
может быть эффективно использована 
при решении задач оптимизации пара-
метров и структуры других типов дро-
бильных машин. 

Заключение
Рациональный профиль щек рабочей 

камеры одновалковой дробилки полу- 
чен путем составления и решения диф-
ференциального уравнения кривой про-
филя. Рациональный профиль представ-
ляет собой отрезок логарифмической 
спирали, который с приемлемой для 
практики точностью может быть аппрок-
симирован дугой окружности.

Получены аналитические выражения 
для определения рациональной частоты 
вращения валка и производительности 
дробилки, используемые в математиче-
ской модели оптимизации параметров 
дробилки.

Разработанная математическая мо-
дель формирования кинематических со- 
ставляющих нагрузки позволила устано- 
вить, что кинематические составляющие 
нагрузки рабочего органа дробилки пред- 
ставляют собой периодическую функ-
цию угла поворота вала. Разложение 
этой функции в ряд Фурье позволяет 
сделать вывод о наличии в составе на-
грузки на валок гармоник 1-го, 2-го, 
3-го и 4-го порядков. Это необходимо 
учитывать при динамическом анализе 
с целью предотвращения резонансных 
явлений при эксплуатации дробилки. 

Была поставлена и решена задача 
многокритериальной оптимизации пара- 
метров дробилки по критериям макси-
мальной производительности и мини-
мальных кинематических составляющих 
радиальной нагрузки на валок и момен- 
та сил сопротивления в приводе дро-
билки. Для шахтных дробилок при раз- 
мере куска раздробленной породы dmin = 
= 0,07 м и размере куска породы питания 
дробилки dmax = 0,3 м можно рекомен-
довать в качестве рациональных значе-
ния эксцентриситета e = 0,01…0,02 м. 
Оптимальная величина центрального уг- 
ла, соответствующего начальной точке 
профиля, для типичной шахтной дро-
билки равна 45°. 

За счет оптимального выбора про-
филя рабочей камеры и угловых коор- 
динат установки неподвижных щек до-
стигается снижение коэффициентов ва- 
риации кинематических составляющих 
нагрузок на рабочем органе: момента — 
в 1,67 раза, радиальной нагрузки —  
в 1,2 раза. При этом следует учитывать, 
что производительность зависит глав-
ным образом от значения эксцентриси-
тета, а амплитуды кинематических со-
ставляющих — от начального угла про- 
филя. 

Полученные результаты были ис-
пользованы при проектировании экспе-
риментального образца одновалковой 
дробилки, испытания которого показа-
ли эффективность принятых техниче-
ских решений.

Необходимо отметить, что используе- 
мая при выборе параметров рабочей ка-
меры дробилки математическая модель 
является приближенной, поскольку в пол- 
ной мере не учитывает свойства дроби-
мого материала. Поэтому полученные 
результаты следует рассматривать как 
первое приближение, которое будет уточ-
няться по мере накопления опыта про-
ектирования и эксплуатации валковых 
дробилок.
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