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Аннотация: приведены основные пути развития теории реактивной мощности и мощ-
ности искажений в сетях питания энергетического оборудования горных предприятий, 
шахтных (рудничных) контактных электровозов, которые получают энергию от преобра-
зовательной подстанции через контактную сеть напряжения постоянного тока. Отмечено, 
что ошибки и противоречия в определении неактивных мощностей вызваны формальным 
переносом некоторых положений символического метода на электрические цепи с не-
синусоидальными напряжениями и токами, что негативно влияет на оценку реактивной 
мощности в сетях питания шахтных электровозов. На примерах волновых и векторных 
диаграмм исследуются условия возникновения составляющих неактивной мощности, 
которые известны как реактивная мощность и мощность искажений. Показано, что со-
ставляющие активной, реактивной мощности и мощности искажений взаимоортогональны 
и образуют баланс мощностей, который может быть нарушен, главным образом, из-за 
методических ошибок при вычислении этих составляющих в условиях нестационарности 
параметров режимов. Установлено, что мощность искажения характеризует не степень 
искажения форм кривой тока нагрузки относительно напряжения, а степень деформации 
катетов известного прямоугольного треугольника мощностей относительно их средних 
значений. Полученные результаты позволят не только корректно определять долю и ха-
рактер составляющих неактивных мощностей, что представляет ценность для решения 
задач оптимизации режимов в сетях переменного тока, но и создавать в дальнейшем 
эффективные технические средства компенсации выявленных неактивных мощностей, 
которые позволят корректнее определять и компенсировать реактивную мощность в сети 
тяговых подстанций шахтных электровозов.
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Abstract: The main ways of developing the theory of reactive power and power distortion of 
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1. Введение
Широкая электрификация современ-

ных предприятий горной промышлен-
ности и непрерывный рост мощностей 
отдельных электроустановок, шахт-
ных (рудничных) контактных электро-
возов, питающихся от выпрямителей 
тяговых подстанций, служат причиной 
значительного увеличения удельного 
потребления и общего расхода элек-
троэнергии, которая только по уголь-
ной отрасли достигает в настоящее 
время 49,6 млрд кВтч [1]. Присутствие 
большого количества потребителей 
электрической энергии с нелинейной 
вольтамперной характеристикой при-
водит к возникновению в сети высоко-
частотных нелинейных искажений тока 
нагрузки, которые инициируют появ-
ление в системе мощности искажений, 
в том числе и в сетях питания шахтных 
электровозов [2].

При этом актуальными становятся 
вопросы не только поиска новых источ-
ников энергии, но и рационального, 
эффективного использования суще-
ствующих. В частности, в электроэнер-
гетике это разработка комплекса энер-
госберегающих мероприятий, который 
помимо прочего включает в себя повы-
шение качества электроэнергии в сети 
тяговых подстанций шахтных электро-
возов [3]. 

Основные положения по улучше-
нию показателей качества электроэнер-
гии закреплены на законодательном 
уровне [4]. Например, в «Энергети-
ческой стратегии России на период 
до 2030 года» ставится задача по раз-
работке безопасных управляемых 
электроэнергетических систем, обе-
спечивающих необходимое качество 
электроэнергии, что особенно важно 
в горном деле [5]. 

receive energy from a converter substation through a direct current voltage contact network, 
are given. It is noted that errors and contradictions in the definition of inactive powers are 
caused by the formal transfer of some provisions of the symbolic method to electrical circuits 
with non-sinusoidal voltages and currents. It is shown that to study the operating modes of 
non-sinusoidal AC networks, it is necessary to represent voltages and currents on the complex 
plane in the form of generalized vectors. The materials of the works of modern researchers allow 
us to conclude that reactive power is determined by the sum of reactive powers formed by the 
interaction of all harmonics of voltage and current with the same numbers. Using examples 
of wave and vector diagrams, the conditions for the occurrence of inactive power components 
in an alternating current network, which are known as reactive power and distortion power, 
are investigated. It is shown that the components of active, reactive power and distortion 
power are mutually orthogonal and form a power balance, which can be violated, mainly due 
to methodological errors in calculating these components under conditions of non-stationary 
mode parameters. It has been established that the distortion power characterizes not the 
degree of distortion of the load current curve shapes relative to voltage, but the degree of 
deformation of the legs of the known right-angled power triangle relative to their average 
values. The results obtained will allow not only to correctly determine the proportion and 
nature of the components of inactive capacities, which is valuable for solving the problems of 
optimizing modes in AC networks, but also to create in the future effective technical means of 
compensating the identified inactive capacities.
Key words: reactive power, harmonic orthogonality, power balance, instantaneous power, 
shape correction.
For citation: Shchurov N. I., Myatezh S. V., Malozyomov B. V., Shtang A. A. Determination of 
the reactive power of the ac network of the traction substations. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 
2022;(12-2):284—300. [In Russ]. DOI: 10.25018/0236_1493_2022_122_0_284.
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Ключевыми проблемами данной 
сферы электроэнергетики являются [6]: 

– низкие показатели коэффициента 
мощности подстанций питания горных 
электровозов; 

– несинусоидальное потребление 
электроэнергии нелинейными нагруз-
ками шахтного оборудования (газораз-
рядные и люминисцентные светиль-
ники, устройства с насыщающимися 
электромагнитными элементами 
 трансформаторы и дроссели); 

– высокие показатели реактивной 
мощности в сети электропотребителей 
горного оборудования;

– неравномерная загрузка фаз и др.
В этих условиях важное значе-

ние приобретают мероприятия, кото-
рые смогут обеспечить рациональное 
и экономичное электропотребление [7]. 
На горных предприятиях используют 
силовые трехфазные трансформаторы 
различного исполнения для питания 
тиристорных преобразователей, регу-
лируемых электроприводом шахтных 
подъемных машин и другого силового 
оборудования [8].

Известно, что в сети переменного 
тока, питающего тяговые подстанции 
горных (рудничных) электровозов, 
в зависимости от формы кривой питаю-
щего напряжения и характера нагрузки 
кроме активной мощности образуются 
дополнительные компоненты мощ-
ности. Они не совершают полезной 
работы и воспринимаются в качестве 
балласта. Почти 100 лет продолжаются 
дискуссии на тему определения терми-
нологии, расчета и правильной трак-
товки физической природы компонент 
этих мощностей, не совершающих 
полезной работы [9].

Не вызывает сомнений определение 
активной мощности P, Вт через инте-
гральную сумму мгновенных значений 
мощности нагрузки p(t), вычисляемых 
как

 ( ) ( ) ( )p t u t i t= ⋅ ,  (1)
приняв, что через нагрузку протекает 
ток i(t), А, вызванный приложенным 
напряжением u(t), В. В этом случае 
активная мощность P характеризуется 
как прямое преобразование электриче-
ской энергии в другие виды для совер-
шения полезной работы [10] за период 
T, с:

 
1 1

( ) ( )P u t i t dt p(t)dt
T T

= ⋅ =∫ ∫ . (2)

Для синусоидальной формы питаю-
щего напряжения sin( )mu(t) U t= ω  
в сети переменного тока, в которой 
нагрузка с реактивным характером 
о б р а зуе т  то к  sin( )mi(t) I t= ω + φ , 
но обладает линейной вольт-амперной 
характеристикой (ВАХ), мгновенная 
мощность вычисляется как

 

( )

sin( ) sin( )

cos( ) 1 cos(2 )
2

sin( )sin(2 )
2

m m

m m

m m

p(t) U t I t

U I
t

U I
t

= ω ⋅ ω + φ =

= φ − ω +

+ φ ω . (3)

Определяя первое слагаемое выра-
жения (3) как мощность P , практиче-
ски все исследователи характеризуют 
второе слагаемое как реактивную мощ-
ность Q, величина которой пульсирует 
с частотой 2ω  и рассчитывается через 
амплитудные Um, Im или действующие 
значения напряжения 2mU U=  
и тока 2mI I=  [11].

 sin( ) sin( )
2
m mU I

Q UI= φ = φ . (4)

Корректность выражения (4) для 
расчета Q не подвергается сомнениям 
[7], только если рассматривается элек-
трическая цепь с синусоидальной фор-
мой величин u(t) и i(t). Таким образом, 
необходимо более точно определять 
и компенсировать реактивную мощ-
ность в системе питания горного 
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электрооборудования, в том числе 
и повышать качество электроэнергии 
для шахтных (рудничных) контактных 
электровозов.

2. Методы
Для анализа реактивной составля-

ющей в цепях питания горного (руд-
ничного) оборудования, большую роль 
сыграло становление символического 
метода расчета [4], в котором исполь-
зованы действующие значения U и I. 
Их произведение определяет полную 
или кажущуюся мощность в сети пере-
менного тока:

S = UI,  (5)

которую для цепи с синусоидальными 
u(t) и i(t) с учетом свойств (3) и (4) 
можно легко представить известными 
компонентами P и Q:

( ) ( )

( ) ( )

2 2

(1)

2 22 2 2 2

2 2

cos( ) sin( )

cos( ) sin( )

S UI

U I U I

P Q

= φ + φ =

= φ + φ =

= + ,  (6)

обладающими свойством ортогональ-
ности и образующими хорошо извест-

ный прямоугольный треугольник мощ-
ностей (риc. 1, а).

Однако по мере интенсивного раз-
вития электропотребителей, используе-
мых в горном (рудничном) оборудова-
нии, номенклатуры и роста мощностей 
преобразовательных устройств сило-
вой электроники в электрических 
сетях переменного тока появлялось все 
больше нагрузок с нелинейными ВАХ. 
Первой массовой такой нагрузкой стали 
многочисленные выпрямители пере-
менного тока, например, на шахтных 
(рудничных) контактных электровозах 
РН и РП [5]. Значительные по вели-
чинам мощности этих нагрузок уже 
вносили искажение в синусоидальную 
кривую u(t) питающего напряжения [6].

Попытка исследователей перенести 
на сети питания рудничных электрово-
зов определение Q и свойства нагрузок 
с нелинейными ВАХ и произвольными 
формами u(t) и i(t) встретила множе-
ство сложностей, так как образуемые 
в этом случае многочисленные ком-
поненты дополнительных мощностей 
от разных гармоник не поддавались 
простому анализу, поскольку не имели 
единого определения и универсального 

Риc. 1. Треугольники мощностей: а — для синусоидальной сети переменного тока (активная 
мощность Р, реактивная мощность Q и полная мощность S(1) по основной гармонике); б — 
для несинусоидальной сети переменного тока (дополнительно введена мощность искажений 
D); в — треугольник мгновенных мощностей (проекции мгновенной активной ( )p t  
и реактивной ( )q t  мощности образуют мгновенную полную мощность ( )s t )
Fig. 1. Power triangles: a — for sinusoidal alternating current network (active power P, reactive 
power Q and total fundamental power  S(1) by fundamental harmonic); b — for non-sinusoidal 
alternating current network (additionally introduced distortion power D); c — triangle of instantaneous 
powers (projections of the instantaneous active ( )p t and reactive ( )q t power form the instantaneous 
full power ( )s t ) 
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метода для их расчета. Это не позво-
ляло получить баланс мощностей, 
подобный выражению (6), что послу-
жило причиной некорректного опре-
деления реактивной мощности в сетях 
питания горного электротранспорта.

Частотные или спектральные 
методики расчета. Известно множе-
ство работ, в которых для совершен-
ствования концепций представления 
Q использовался частотный или спек-
тральный анализ в сетях питания тяго-
вых подстанций горного (рудничного) 
электротранспорта.

Одна из первых теорий определе-
ния Q была предложена проф. Будеану 
в 1927 г., которая представила резуль-
тирующую реактивную мощность как

sin( )i i i iQ Q U I= = φ∑ ∑   (7)

где i — порядковые номера гармоник 
действующих значений напряжения Ui 
и тока Ii, а iφ  — углы сдвига между 
ними.

Возможный небаланс мощностей 
при разложении S на составляющие P 
и Q в данной теории был объяснен вза-
имодействием комбинаций различных 
гармоник Ui и Ij при условии i j≠ . 
Величина небаланса при этом названа 
как мощность искажения D

2 2 2D S P Q= − − , (8)
и получила графическую интерпрета-
цию как одна из взаимно ортогональ-
ных компонент по отношению к P и Q 
(риc. 1,  б). В работе [9] величина Q 
объясняется появлением реактивных 
составляющих тока Ii разных частот, 
которые можно компенсировать соот-
ветствующей комбинацией реактивных 
элементов, а в работе [1 2] мощность 
Q определяется как результат большого 
числа ортогональных компонент токов 
и рассчитывается как

( )22 sin( )i iQ U I= φ∑ . (9)

Другое определение мощности Q 
[13, 14] основано на понятиях приве-
денной мощности, использующих соот-
ношения частот основной и высших 
гармоник с порядковыми номерами k:

sin( )k k k kQ k Q k U I= ⋅ = ⋅ φ∑ ∑ . (10)

Кроме того, известны работы [15], 
в которых понятие Q выводится путем 
эквивалентирования реактивного 
характера элементов сети. Для гармо-
ник с порядковыми номерами n  этот
вывод дает выражение

2
21

sin( ) n
n n n n

U
Q U I U

nn
= φ∑ ∑ ∑ . (11)

Нетрудно видеть, что выражения 
(9)—(11) по-разному характеризуют 
возникновение мощности Q и при-
ведут к существенному расхождению 
вычисленных значений. В отдель-
ных исследованиях [16] с использо-
ванием закона сохранения энергии 
или теоремы Теллегена [17] приво-
дятся доказательства ошибочности 
вывода выражений, подобных (9)—
(11). Результаты таких доказательств 
дают основание считать выражение 
(7) наиболее корректным для опре-
деления Q, если принять условие,
что существуют прочие компоненты
неактивных мощностей, не имеющие
однозначной интерпретации в рамках
теории мощностей Будеану.

Интегральные методики расчета. 
В качестве исходной информации дан-
ные методики используют мгновенные 
значения u(t) и i(t), которые опреде-
ляют совокупный характер нагрузки, 
например в виде ВАХ. Это позволяет 
путем последующего интегрирования, 
как показано в [18], получить вели-
чину, которая, опираясь на геометри-
ческое истолкование площади ВАХ 
нагрузки, определенной за период 

2T = π , считается пропорциональной 
мощности Q:
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0

2 2

t T

ВАХ t

di
u dt
dtS

Q

+

= ± = ±
π π

∫
. (12)

Подобный подход изложен в рабо-
тах [19,20], где мощность Q определена 
в ходе операции циклического интегри-
рования:

1
( )

2
Q i u du= ±

π ∫ , 
1

( )
2

Q u i du= ±
π ∫ . (13)

В данной методике мощность Q 
определяется как количественная мера 
процессов взаимодействия комбинаций 
u(t) и i(t). Она характеризуется как 
неактивная мощность, в которой можно 
выделить две составляющие: реактив-
ная мощность сдвига QS (как аналог 
реактивной мощности Будеану) и иска-
жения QD (как аналог компоненты D). 
Величина QS представляет количе-
ственную меру процессов взаимодей-
ствия комбинаций гармоник Ui и Ii 
с одинаковыми номерами, а QD — соот-
ветственно, количественную меру про-
цессов взаимодействия комбинаций 
гармоник Ui и Ij с разными номерами, 
когда i j≠ . При этом считается, что 

 S DQ Q Q= + . (14) 

При сравнении выражения (14) и (8) 
уже на этом простом примере стано-
вятся очевидными принципиальные 
различия методик нахождения реактив-
ной мощности.

Следует отметить, что вычисление 
мощности Q реальных нагрузок по выра-
жениям (12)—(14) в сетях с несинусои-
дальными величинами u(t) и i(t) на прак-
тике не только затруднительно, но даже 
приводит к противоречивым и ошибоч-
ным результатам [2,10], не объясняющим 
природу взаимодействия и компенсации 
составляющих QS и QD.

Вместе с тем еще в ранних работах 
Фризе [21] определение неактивной 
мощности Qq как 

2

2 2

0 0 0

2 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

q q

T T T

Q UI

u t dt i t dt u t i t dt
T T T

S P

= =

 
= ⋅ − = 

 

= −

∫ ∫ ∫
 

не противоречило результатам прово-
димых экспериментов и было основано 
на понятии разделения токов нагрузки 
на две составляющие: активную ( )ai t  
и реактивную ( )ri t , таким образом, что 
( ) ( ) ( )a ri t i t i t= + . Составляющие токов 
( )ai t  и ( )ri t  взаимно ортогональны, что 

определяет свойство

 
0

( ) ( ) 0
T

a ri t i t dt =∫   (16)

и характеризует соотношения для дей-
ствующих значений составляющих 
тока 

 2 2 2
a rI I I= + . (17)

Это дает основание считать, что 
всегда существует такой мгновенный 
ток компенсации (t)ri− , который позво-
ляет достичь условия ( ) ( ) ( )r ai t i t i t− =  
и обеспечить результат 0qQ → , приво-
дящий к желаемому режиму S P→ .

Несмотря на то, что теория мощ-
ности Фризе не позволила указать 
на неточности теории Будеану и отве-
тить на вопросы определения составля-
ющих всех неактивных мощностей, ее 
особенность использования мгновенных 
значений токов и напряжений и ортого-
нальных компонент послужила основой 
для создания и последующего развития 
теории мгновенных мощностей.

Развитие теории мгновенных 
мощностей. Особенность данной 
теории заключается в оперировании 
мгновенными значениями мощно-
стей, полученными непосредственно 
по мгновенным значениям напряже-
ний и токов. Это дает преимущество, 
поскольку исключает промежуточные 
вычисления величин гармонических 

(15)
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составляющих, которые могли бы при-
водить к ошибкам в расчетах в силу 
неверного представления физической 
природы мощностей и потоков энергии 
в нелинейных цепях переменного тока.

Информация, которую несут мгно-
венные значения напряжений и токов, 
наиболее точно и полно отражает про-
цессы взаимодействия всех без исклю-
чения компонент неактивных мощ-
ностей в процессе их генерирования 
и потребления, что дает основание 
считать данную теорию наиболее кор-
ректной при анализе режимов работы 
современных нагрузок, прежде всего 
выпрямителей и инверторов, применя-
емых на тяговых подстанциях горных 
(рудничных) электровозов.

Наиболее известной концепцией тео-
рии мгновенных мощностей является 
pq-теория, предложенная Акаги, которая 
определяет мгновенные значения актив-
ной p(t) и реактивной q(t) мощности 
через комбинации произведений вели-
чин проекций u(t) и i(t) на неподвижные 
(α и β) или вращающиеся (d и q) ортого-
нальные оси [22]. В результате мгновен-
ная полная мощность s(t) характеризу-
ется произведением мгновенных 
комплексных величин напряжения 
и тока, изображенных в виде соответ-
ствующих векторов ( )u t



 и ( )i t


 на ком-
плексной плоскости. Это описывается 
комбинацией произведений проекций 
векторов x ( )i t



, например, на оси α и β, 
в аналитической форме:

( )( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

s t u t ju t i t ji t

u t i t u t i t

j u t i t u t i t

p t jq t

α β α β

α α β β

β α α β

= + − =

= ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ =

= +  (18)

или матричной форме:
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

u t u t i tp t
u t u t i tq t

α β α

β α β

    
=      −     

,  (19)

где *( )i t


 — комплексно сопряженный 
вектор тока, ( )u tα , ( )u tβ , ( )i tα , ( )i tβ  — 
проекции мгновенных значений векто-
ров напряжения и тока соответственно 
на оси α и β.

Достоинство такой концепции 
заключается в использовании свойств 
ортогональности двухфазных систем 
координат, что устраняет перекрестные 
связи между фазами и облегчает ана-
лиз режимов работы. В общем случае 
каждая из полученных мощностей p(t) 
и q(t) может быть представлена двумя 
слагаемыми:

( ) ( )
( ) ( )
p t p p t
q t q q t

= +
= +





, (20)

где p , Вт и q , ВА — постоянные 
составляющие, которые представляют 
собой средние значения соответственно 
мгновенной активной и реактивной 
мощности в системе, ( )p t , Вт, и ( )q t , 
ВА — переменные составляющие, 
которые характеризуют непродуктив-
ные пульсации мощностей и имеют 
нулевые средние значения. Практиче-
ская применимость выражения (20) 
определяется поиском и составлением 
алгоритмов управления устройствами 
компенсации реактивной мощности 
и мощности искажений, при которых 

0q →  и ( ) 0p t → , ( ) 0q t → .
Вместе с тем данное представление 

мощностей в pq-теории не отвечает 
на основные вопросы, которые в свое 
время были поставлены перед теорией 
Будеану. Особенно много вопросов 
и противоречий [2, 23] вызывает физи-
ческий смысл составляющих ( )p t  и 

( )q t , их взаимосвязь и количественные 
соотношения с введенными ранее поня-
тиями мощностей Q и D, образован-
ными взаимодействием гармоник Ui и Ii.

Основа таких противоречий заклю-
чается в принципиальной невозможно-
сти при помощи всего четырех пере-
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менных p , q , ( )p t , ( )q t  однозначно 
описать состояния мгновенных значе-
ний пар векторов ( )u t



 и ( )i t


 для всех
фаз трехфазной системы. Неопределен-
ность в описании данных векторов 
в произвольный момент времени для 
любой фазы приводит к тому, что 
последующее разложение мгновенного 
фазного тока относительно напряжения 
на активную и неактивную составляю-
щие теряет смысл. И в этом случае 
с точки зрения передачи энергии вме-
сто одной активной и одной неактив-
ной составляющей могут быть полу-
чены две активные составляющие [1,2]. 
Этим обстоятельством можно объяс-
нить тот факт, что впоследствии 
pq-теория мгновенных мощностей мно-
гократно дорабатывалась.

Так, с 1995 г. получает развитие рас-
ширенная теория мгновенной мощ-
ности «extensionpq-теория», а также 
последующие разновидности, такие как 
«Synchronous  Reference  Frame  Theory» 
или dq-теория [24, 25]. Они используют 
дополнительную информацию, которая 
позволяет учесть фактическую асимме-
трию напряжений в трехфазных сетях 
или нулевую последовательность в четы-
рехпроводных трехфазных сетях, как это 
осуществлено в p-q-r теории [26]. 

Следствием развития теории мгно-
венных мощностей стало ее обобще-
ние, которое подразумевает считать 
мгновенную активную мощность 
системы в виде скалярного произве-
дения векторов тока и напряжения, 
а мгновенную реактивную мощность 
в виде их векторного произведения

( ) ( ) ( )p t u t i t= ⋅




, 

( ) ( ) ( )q t u t i t= ×


 

. (21)

В последующих исследованиях
показано[27,28], что ( )u t



 и ( )i t


 в (21)
представляют собой обобщенные про-
странственные вектора, причем их раз-

мерность должна определяться количе-
ством фаз анализируемой системы 
переменного тока.

На этой концепции основана кросс-
векторная теория мгновенной мощно-
сти, которая понимает ( )q t



 как единую
неактивную составляющую, представ-
ленную вектором мгновенной реактив-
ной мощности [29]. Таким образом, 
появление расчетной реактивной мощ-
ности в системе переменного тока 
в данной теории связано с образова-
нием угла ( )tφ  (риc. 2, а) между обоб-
щенными пространственными векто-
рами ( )u t



 и ( )i t


 :

( ) arccos  ( ), ( )t u t i t
∩ 

φ =  
 





. (22)

4. Обсуждение результатов
Развитие теории неактивных мощ-

ностей на основе двухкоординатного 
представления векторов напряжения 
и тока. Анализ режимов в электриче-
ских цепях питания горных (руднич-
ных) электровозов с использованием 
выражения (22), несмотря на лаконич-
ность математической записи, для боль-
шинства практических задач приводит 
к достаточно громоздким вычислениям, 
особенно в случае большого числа гар-
моник u(t) или наличия нелинейных 
участков ВАХ нагрузки. Кроме того, 
мгновенные мощности, определенные 
по выражениям (21), без дополнитель-
ного анализа не дают представления 
о характере протекания энергетиче-
ских процессов в электрических цепях, 
оценке относительных величин пульса-
ций мощности и их искажений, как это 
ожидалось в свое время от введенных 
величин Q и D.

Поэтому для установления взаи-
мосвязей между Q и D и упрощения 
процедуры решения практических 
задач целесообразно усовершенство-
вать теорию мгновенных мощностей 
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для общего случая, объединив базо-
вые положения теории электротехники 
и концепции, предложенные Фризе 
и Будеану, но исключив при этом сте-
реотипные представления символиче-
ского метода относительно векторов 
токов и напряжений.

Действительно, если вектор ( )tυ


характеризует чисто синусоидальную 
функцию, как в символическом методе, 
то по поведению только одной пере-
менной υ(t), определяемой проекцией 

( )tυ


 на ось, и ее производной ( )t dtυ
для любого момента времени можно 
однозначно восстановить фактическое
положение вектора ( )tυ



 на плоскости.
Так, координаты (ρ, α) вектора ( )tυ



(риc. 2,  б) легко восстанавливаются,
считая, что ( )u tρ =



 — модуль вектора,
{ }arg ( )u tα =


 — аргумент вектора.
Приняв модуль 1mUρ = , находим аргу-
мент вектора { }arg ( )u tα =



 по условию:
если 0du(t) dt > , то arccos( ( ))u tα = , 
если 0du(t) dt < , то arccos( ( ))u tα = π − . 

Поэтому для таких векторов достаточно 
знать единственную проекцию в виде 

1( ) sin( )mu t U t= ω  или 1( ) sin( )mi t I t= ω , 
чтобы провести анализ энергетических 
процессов в цепях переменного тока, 
основанный на математическом аппарате 
интегрирования и дифференцирования 
полученных переменных ( )u t  и i(t) . 
В символическом методе простая гармо-
ническая функция ( )(t) cos  tυ = υ ⋅ ω + φ



представляет только действительную
часть ( ){ }( ) Re j tt e ω +φυ = υ



 от комплекс-
ной функции [7].

Однако если вектор ( )u t


 или ( )i t


определяется набором гармонических 
составляющих или в общем виде 
не представляет собой строго периоди-
ческую функцию, то для вычисления 
положения такого вектора на плоскости 
в любой момент времени необходимо 
знать одновременно две координаты. 
Так, положение обобщенного вектора

( )u t


 (риc. 2,  в) однозначно задается
двумя координатами в полярной

{ }( )( ) ( ) , ( ) arg ( )t u t t u tρ = α =
 

 и л и
в декартовой системе ( )( ) Re ( )u t u t=



,
( )( ) Im ( )u t u t=




. Поэтому для анализа
процессов в электрической цепи 
с токами и напряжениями произволь-

Риc. 2. Представления векторов в разных системах координат: а — обобщенные вектора 
напряжений ( )u t



 и токов ( )i t


 в пространстве с координатами i,  j,  k;  б — определение 
проекции ( )u t  на ось действительных чисел Re вектора синусоидального напряжения 1mU



с модулем ρ, вращающегося на плоскости с угловой скоростью ω  ; в — определение двух
координат в виде проекций ( )u t  и ( )u t  на оси Re и Im обобщенного вектора ( )u t



 с модулем
( )tρ  

Fig.  2.  Representations  of  vectors  in  different  coordinate  systems:  а — generalized vectors of
voltages ( )u t



 and currents ( )i t


 in space with coordinates i, j, k; б — definition of the projection 
( )u t  onto the axis of real numbers Re of the vector of sinusoidal voltage 1mU



 with module ρ, 
rotating on the plane with angular velocity ω ; в — definition of two coordinates in the form of
projections ( )u t  and ( )u t  on axle Re and Im generalized vector with modulo ( )tρ
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ной формы в общем случае может 
потребоваться 4 переменных: u(t) , u(t)



,
i(t) , i(t)



, которые характеризуют соот-
ветствующие обобщенные векторы

( )u t


 и ( )i t


: ( ) ( )u(t) u t ju t= +




,

( ) ( )i(t) i t ji t= +




, (23)
и будут получены как их проекции 
на ортогональные оси координат ком-
плексной плоскости. 

Переменные u(t)


 и i(t)


 ортого-
нальны соответствующим переменным 
u(t)  и i(t)  и для общего случая могут 
быть получены при помощи известного 
преобразования Гильберта [7]

1 ( )u
u(t) d

t

∞

−∞

τ
= τ

π − τ∫


, 
1 ( )i

i(t) d
t

∞

−∞

τ
= τ

π − τ∫


. (24)

Для однофазной системы перемен-
ного тока скалярное произведение век-
торов ( )u t



 и ( )i t


 в матричной форме
по выражению (19), где ось α сориен-
тирована с осью действительных, 
а ось β соответственно с осью мнимых 
чисел, будет характеризовать мгновен-
ные величины векторов мощностей

( )p t


 и ( )q t


.
Это отражает динамику изменения 

амплитуд мощностей ( ) ( )p t p t= ±


, Вт, 
и ( ) ( )q t q t= ±



, ВА, полученных одно-
временно по двойным проекциям зна-
чений векторов ( )u t



 и ( )i t


 на оси дей-
ствительных и мнимых чисел:

( )
( )

( ) 0,5 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0,5 ( ) ( ) ( ) ( ) .

p t u t i t u t i t

q t u t i t u t i t

= +

= −









(25)

Ортогональность мощностей ( )p t  и 
( )q t  выражения (25) позволяет опреде-

лить мгновенную величину вектора 
полной мощности:

( ) ( )2 2
( ) ( ) ( )s t p t q t= + . (26)

Большой вклад в решение вопросов 
определения мощностей Q и D по зна-
чениям ( )s t , ( )p t  и ( )q t  сделан 
в работе [30], в которой доказывается, 

что величина Q представляет собой 
среднее за период значение мгновен-
ных реактивных мощностей ( )q t . При-
менительно к цепи однофазного пере-
менного тока это характеризует Q как 
среднее значение величины вектора

( )q t


 за период его обращения:

0

1
( )

T

Q q t dt
T

= ∫ . (27)

Действительно, на основании свойств 
сопряженных переменных u(t) , u(t)



,
i(t) , i(t)



 

( ) ( ) ( ) ( )u t i t dt u t i t dt= −∫ ∫




, 
в соответствии с выражением (25)

0 0

0 0

1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2 ( ) ( ) ( ) .

T T

T T

Q u t i t dt u t i t dt
T

u t i t dt q t dt
T T

 
= − = 

 

= =

∫ ∫

∫ ∫







Динамичный характер мгновенных 
значений величин векторов ( )s t , ( )p t  и 

( )q t  в этом случае приводит к изменяе-
мости во времени размеров сторон пря-
моугольного треугольника мощностей 
(см. риc. 1, в), который подобен треу-
гольнику (см. риc. 1,  а), но построен 
для несинусоидальных режимов.

Подобным образом осуществляется 
вывод мощности P :

0

1
( )

T

P p t dt
T

= ∫ , (28)

что оказывается тождественно выраже-
нию (2).

Результаты исследований, приведен-
ные в работе [30], позволяют утверж-
дать, что если мощность Q характери-
зует усредненное значение мощности 

( )q t , то мощность D характеризует 
интенсивность отклонений мощностей 

( )p t  и ( )q t  относительно их средних 
значений [31]. 

В данной работе предлагается 
использовать фактические значения 
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отклонений мгновенных значений полной мощности, найденные по выражению 
(26) для непосредственного определения результирующей величины мощности D.

Для любой электрической цепи можно определить существование средней
величины полной мощности S, которая вычисляется по мгновенным значениям 

( )s t  как

0

1
( )

T

S s t dt
T

= ∫ . (29)

В этом случае разность, подобная выражению (8), составленному для средних зна-
чений ортогональных компонент мощностей, которые найдены по их мгновенным 
значениям, определит количественно отклонения ( )p t  и ( )q t  как искомую мощность 
искажения D.

Таким образом, используя совместно преобразования (24), систему (25) и выра-
жения (26)—(29), получено окончательное выражение (30), по которому вычисля-
ется мощность D для любых произвольных мгновенных значений напряжения 
и тока нагрузки, если представить их в виде обобщенных векторов, определенных 
в декартовой системе на комплексной плоскости четырьмя координатами u(t) ,
u(t) , i(t) , i(t)



:
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. (30)

5. Заключение
1. Выявлены ценные аспекты теории реактивных мощностей, изложенные

в ранних работах Фризе и Будеану [22,8], которые получили дальнейшее развитие 
в трудах D. Jeltsema [31,32] и других исследователей. Концепция разложения 
токов нагрузки на две ортогональные составляющие ( )ai t  и ( )ri t , предложенная 
Фризе на основе отличительного признака способности совершения работы, 
позволила отделить без перекрестных связей продуктивные компоненты мощно-
стей P  от непродуктивных Q. При этом мощность Q в несинусоидальных сетях, 
как это показано в работе Будеану, представляется совокупностью iQ Q= ∑  реак-
тивных мощностей sin( )i i i iQ U I= φ , обусловленных взаимодействием гармоник 
напряжения и тока с одинаковыми номерами. Материалы трудов D. Jeltsema и дру-
гих исследователей позволяют заключить, что мощность искажений D характери-
зуют интенсивности отклонений мгновенных активных ( )p t  и реактивных ( )q t  
мощностей в сети питания тяговых подстанций горных (рудничных) электровозов 
относительно их средних значений P и Q.

2. Установлено, что стремление исследователей осуществить формальный
перенос представлений синусоидальных величин напряжений и токов в теорети-
ческих основах электротехники и связанных с ними выражений по определению 
баланса мощностей в символическом методе на электрические цепи с несинусои-
дальными напряжениями и токами вызывало основные ошибки и противоречия 
в определении мощностей Q и D. Показано, что способ выражения синусоидаль-
ных напряжений и токов в виде ( ) sin( )mu t U t= ω  и sin( )mi(t) I t= ω  как единствен-
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ных координат, полученных путем про-
екции на ось действительных чисел 
вращающихся векторов U



 и I


, и осно-
ванный на этом анализ электромагнит-
ных процессов и последующее опреде-
ление мощностей нельзя использовать 
для сетей переменного тока, используе-
мых для питания тяговых подстанций 
горных (рудничных) электровозов РН 
и РП с произвольной формой ( )u t  и 
i(t) .

3. Установлено, что наиболее пол-
ную информацию о процессах генери-
рования и потребления неактивных 
мощностей в несинусоидальной сети 
переменного тока можно получить, 
представив напряжения и токи на ком-
плексной плоскости в виде обобщен-
ных векторов ( )u t



 и ( )i t


. Поведение 
каждого из них характеризуется соот-
ветствующей парой координат u(t)  и 
u(t) , i(t)  и i(t)



, полученной как про-
екции соответствующего обобщенного 
вектора на ортогональные оси действи-
тельных и мнимых чисел.

4. Получено выражение (30), вычис-
ляющее мощность искажения D для 
любых режимов сети переменного тока 
по четырем координатам u(t) , u(t)



 и 
i(t) , i(t)



 обобщенных векторов напря-
жения ( )u t



 и тока ( )i t


. Показано, что 
величина D не образует пространствен-
ный треугольник мощностей, как это 
ошибочно считалось ранее, и при этом 
характеризует не степень искажения 
форм кривой i(t)  относительно u(t) , 
а степень деформации ортогональных 
катетов ( )p t  и ( )q t  прямоугольного тре-
угольника мощностей относительно их 
средних значений P и Q на плоскости. 
Таким образом, это позволяет, в конеч-
ном итоге, более точно определять 
и компенсировать реактивную мощ-
ность в системе, что повышает каче-
ство электроэнергии для шахтных (руд-
ничных) контактных электровозов, 
которые получают энергию от преобра-
зовательной подстанции через контакт-
ную сеть напряжения постоянного 
тока.
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