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Аннотация: Актуальность выполненных исследований обусловлена перспективностью 
практического использования электромагнитных вибровозбудителей в вибрационных 
машинах, широко применяемых в горной и строительной отрасли для интенсификации 
технологических процессов, связанных с переработкой минерального сырья. Приводят-
ся некоторые результаты по разработке электромагнитного вибровозбудителя, входя-
щего в состав двухмассовой вибрационной технологической машины, и формированию 
подхода к созданию и дальнейшей реализации его математической модели, обеспечи-
вающей широкие возможности при проведении динамических расчетов для анализа 
сложных электромеханических процессов и  рационального выбора параметров при 
проектировании. На основе данных математической модели разработана компьютер-
ная имитационная модель, обеспечивающая широкие возможности анализа периоди-
ческих электромеханических процессов с  потерями энергии в  переходных и  устано-
вившихся режимах. Приведены рекомендации по реализации математической модели 
в виде алгоритма динамического расчета, выполненного с помощью аппарата струк-
турного моделирования в  Matlab Simulink. В  качестве примера динамического рас-
чета представлены результаты имитационного моделирования электромагнитного ви-
бровозбудителя в виде диаграмм, отображающих рабочий процесс включения, выхода 
на установившийся режим и режим наброса нагрузки при питании от промышленного 
источника электроэнергии по однополупериодной схеме выпрямления. Установлено ка-
чественное и количественное совпадение результатов моделирования с результатами, 
полученными на  физической модели, имеющих расхождения, не  превышающие 6%. 
Результаты исследований могут быть полезны для специалистов-электромехаников, 
занимающихся расчетом и  проектированием вибрационных технологических машин 
с электромагнитными вибровозбудителями.
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Введение
Вибрационные технологические 

машины с  возвратно-поступательным 
движением рабочих органов широко 
используются в различных отраслях про-
мышленности. С  их помощью выпол-
няются технологические процессы 
в горном и строительном производстве 
при переработке минерального сырья, 
связанные с перемещением и дозиров-
кой сыпучих сред, сортировкой сырья, 
дроблением и  измельчением рудного 
и строительного материала и др. [1,2].

Необходимой и  неотъемлемой 
составляющей оборудования, реали-
зующего данные технологии, явля-
ются вибровозбудители, формирую-

щие вибрационное поле и  входящие 
в  основную структуру механической 
колебательной системы вибрационной 
технологической машины [3,4].

Анализ технических характеристик 
имеющегося в  настоящее время обо-
рудования показывает широкий спектр 
его возможностей по силовым и энер-
гетическим показателям [5].

Развитие вибрационной техники 
и технологий тесно связано с созданием 
различных типов вибровозбудителей, 
работающих в  условиях интенсивных 
динамических нагружений, что вызвано 
необходимостью повышения их надеж-
ности, безопасности, улучшением экс-
плуатационных характеристик [6].

Mathematical modeling of dynamic processes in electromagnetic vibration 
exciters for technological machines
V. Yu. Neyman1, L. A. Neyman1, S. Yu. Lappi1

1 Novosibirsk State Technical University, Novosibirsk, Russia

Abstract: The actuality of the research performed is due to the promising practical use of 
electromagnetic vibration exciters in vibration machines, which are widely used in the mining 
and construction industry to intensify technological processes associated with the processing 
of mineral raw materials. An approach to the creation of a mathematical model of a vibration 
technological machine is considered. Based on the data of the mathematical model, a 
computer simulation model is developed that provides wide opportunities for the analysis of 
periodic electromechanical processes with energy loss in transient and steady-state modes. 
Recommendations are given for creating a mathematical model in the form of a dynamic 
calculation algorithm performed using the structural modeling aids of Matlab Simulink. As an 
example of a dynamic calculation, the results of the simulation of the electromagnetic vibration 
exciter are presented in the form of diagrams showing the operating process of switching on, 
reaching the steady state and the load surge mode when powered from an industrial power 
source using a half-wave rectification circuit. The simulation results are qualitatively and 
quantitatively agree with the results obtained using a physical model. The disagreement value 
is no more than 6%. The research results can be useful for specialists in electromechanics 
engaged in the calculation and design of vibration technological machines with electromagnetic 
vibration exciters.
Key words: Vibrating machines and technologies; electromagnetic vibration exciter; two-mass 
oscillatory system; Lagrange equations; mathematical model; simulation model; structural 
modeling methods; electromechanical processes.
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processes in electromagnetic vibration exciters for technological machines. MIAB. Mining Inf. 
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Существует большое многообразие 
типов схем вибровозбудителей, отлича-
ющихся по  принципу преобразования 
того или иного вида энергии в энергию 
механических колебаний [7].

Значимое место среди вариантов 
схем такого оборудования занимают 
электромагнитные вибровозбудители 
на  основе линейного электромагнит-
ного привода [8,9].

По энергетическим показателям 
они несколько уступают оборудованию 
с вращательным приводом, но отлича-
ются простотой конструкции и эконо-
мичностью в работе [10–12].

Основным преимуществом обору-
дования на  основе электромагнитных 
вибровозбудителей является возмож-
ность снижения энергопотребления 
КПД при работе на  резонансных или 
близких к  резонансным режимам [13, 
14]. Они не имеют вращающихся узлов, 
что значительно увеличивает ресурс 
работы [15, 16].

Перечисленные достоинства воз-
можны только при условии рацио-
нального выбора параметров элек-
тромагнитного привода и  их точном 
согласовании с параметрами механиче-
ской колебательной системы [17]. Про-
ведение таких исследований связано 
с необходимость учета большого числа 
взаимосвязанных факторов, что свя-
зано с построением их точных динами-
ческих моделей [18, 19]. 

В статье приводятся некоторые 
результаты по  разработке электро-
магнитного вибровозбудителя, при-
меняемого в  приводе вибрационного 
питателя, и  предложения по  созда-
нию и реализации его математической 
модели. 

Постановка задачи исследований
Вопросам расчета динамики вибра-

ционных технологических машин уде-
ляется значительное внимание [20]. 

Однако подобные расчеты в  своем 
большинстве ограничены получением 
упрощенных аналитических соотноше-
ний [21]. 

При наличии многосторонних свя-
зей одной из  главных задач точного 
расчета следует признать создание точ-
ных динамических моделей вибрацион-
ных машин.

В качестве объекта исследова-
ний рассматривается конструкция 
электромагнитного вибровозбудителя 
в  составе вибрационной технологиче-
ской машины, имеющей две степени 
свободы. 

Цель работы — формирование под-
хода к созданию и реализации матема-
тической модели электромагнитного 
вибровозбудителя, входящего в состав 
двухмассовой вибрационной техно-
логической машины, расширяющего 
возможности динамического расчета 
и  исследования электромеханических 
процессов с  применением современ-
ных методов компьютерного модели-
рования.

Вариант схемы однокатушечного 
электромагнитного вибровозбудителя 
представлен на риc. 1. 

Вариант схемы однокатушечного 
электромагнитного вибровозбудителя 
представлен на  риc.  1. Электромаг-
нитный вибровозбудитель содержит 
катушку возбуждения 1, якорь 2 в виде 
сердечника, статор 3, корпус 4, пружину 
растяжения-сжатия 5  с  витками-флан-
цами 6 и 7, опорную плиту 8, соедини-
тельный шток 9, регулировочный груз 
10, подвижный сердечник 11 и  пру-
жину сжатия 12. Пружина растяжения-
сжатия 5 выполнена в виде прорезной 
пружины, содержащей в средней части 
сквозной винтовой паз с  нерабочими 
по  краям витками-фланцами 6 и  7, 
которые жестко связаны с корпусом 4 
и опорной плитой 8. Рабочие витки пру-
жины растяжения–сжатия 5 обладают 



206

вибровозбудителя к  виброплатформе 
технологической машины выполняется 
с  помощью специальных отверстий, 
выполненных в корпусе 4.

При протекании по катушке возбуж-
дения 1 пульсирующего тока в воздуш-
ном зазоре возникает пульсирующее 
магнитное поле, что приводит к созда-
нию пульсирующей магнитной силы, 
втягивающей якорь 2 и  деформирую-
щей рабочие витки пружины растяже-
ния–сжатия 5. Питание электромагнит-
ного вибровозбудителя выполняется 
импульсами тока от  промышленного 
источника напряжения по однополупе-
риодной схеме выпрямления. 

Математическая модель 
электромагнитной вибрационной 
машины
Согласно установленным связям 

на  риc.  2 приведена расчетная схема 
двухмассовой вибрационной техноло-
гической машины. 

Для математического описания дви-
жения колебательной системы (риc. 2) 
с  двумя степенями свободы (N = 2) 
целесообразно использовать уравнения 
Лагранжа второго рода [22–24]. С уче-
том установленных обобщенных коор-
динат уравнения могут быть записаны 
в следующем виде:

П Ф В

1 1
i i i

d T T
Q Q Q

dt x x
∂ ∂

− = + +
∂ ∂

, 	 (1)

П Ф В

2 2
i i i

d T T
Q Q Q

dt x x
∂ ∂

− = + +
∂ ∂

, 	 (2)

где T — кинетическая энергия системы, 
Дж; П

iQ , Ф
iQ , В

iQ  — обобщенные силы, 
H, соответствующие потенциальной 
энергии, энергиям рассеяния, внешних 
воздействий и  сил трения; x1, x2  — 
обобщенные координаты, м; ẋ1, ẋ2,  — 
обобщенные скорости, м/c; i = 1, 2, 3, 
…, N — число степеней свободы.

Обобщенная координата x1 опре-
деляет положение связанных инер-

Риc. 1. Однокатушечный электромагнитный 
вибровозбудитель: 1– катушка возбуждения; 
2 — якорь в виде сердечника; 3 — статор; 
4  — корпус; 5  — пружина растяжения–
сжатия; 6,7 — витки-фланцы пружины; 8 — 
опорная плита; 9 — соединительный шток; 
10 — регулировочный груз; 11 — подвижный 
сердечник; 12 — пружина сжатия
Fig. 1. Single coil electromagnetic vibration 
exciter: 1 — excitation coil; 2  — anchor in 
the form of a core; 3  — stator; 4  — body; 
5 — tension-compression spring; from; 6,7 — 
coils-flanges of the spring; 8 — base plate; 9 — 
connecting rod; 10 — adjusting weight; 11 — 
movable core; 12 — compression spring

определенными упругими свойствами 
и  податливостью в  продольном отно-
сительно оси направлении. Крепление 
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ционных масс m1 и m3, а  обобщенная 
координата x2 — положение связанных 
инерционных масс m2 и m4. Обобщен-
ные скорости ẋ1 и  ẋ2 характеризуют 
соответствующие скорости их переме-
щения.

Рассматривая движения центров 
масс в выбранной системе обобщенных 
координат (риc. 2), кинетическую энер-
гию системы с  учетом обобщенных 
скоростей представим в виде

( ) ( )

2
2

1

2 2
1 3 1 2 4 2

1
2

2 2

N

i i
i

T m x

m m x m m x

=

=

= =

+ +
= +

∑ 

 

.	 (3)

Обобщенные силы П
iQ , Ф

iQ  опреде-
ляются равенствами

П П
i

i

Q
x

∂
= −

∂
; Ф Ф

i
i

Q
x

∂
= −

∂
, 

где П  — потенциальная энергия 
системы, Дж; Ф  — диссипативная 
функция (функция Рэлея).

Статические коэффициенты k1 и k2 
характеризуют жесткости упругих свя-
зей, а коэффициенты b1 и b2 — дисси-
пативные свойства этих связей (вязкое 
трение). 

Обобщенные силы, вызванные 
деформацией упругих связей и  энер-
гией рассеяния: 

( )

П

2
2 2

1 1 2 2 2
1

П

1
2

i
i

N

ii

Q
x

k x x k x
x

=

=

∂
= − =

∂

∂  = − − + ∂ ∑ ;	(4)

( )

Ф

2
2 2

1 1 2 2 2
1

Ф

1
2

i
i

N

ii

Q
x

b x x b x
x

=

=

∂
= − =

∂

∂  = − − + ∂ ∑



  



.	(5)

Частные производные от кинетиче-
ской энергии (4) и производные по вре-
мени:

( )
2

1
1 3 2

1

d xd Т
m m

dt х dt
∂

= +
∂

;	 (6)

( )
2

2
2 4 2

2

d xd Т
m m

dt х dt
∂

= +
∂

;	 (7)

1

0
Т
х

∂
=

∂
; 

2

0
Т
х

∂
=

∂
.

Частные производные от  потенци-
альной энергии (4):

( )1 1 2
1

П
k x x

x
∂

− = − −
∂

;	 (8)

Риc.  2. Расчетная схема двухмассовой 
вибрационной технологической машины: 
m1 — масса якорной части вибратора, кг; 
m2 — масса статорной части вибратора, 
кг; m3  — масса груза, кг; m4  — масса 
платформы, кг; x1, x2  — обобщенные 
координаты, м; δ  — рабочий воздушный 
зазор, м; k1, k2 — коэффициенты жесткости 
упругих связей Н/м; b1, b2 –коэффициенты 
линейного сопротивления, Н·с/м; fтр  — 
сила сухого трения скольжения Н; fэм  — 
электромагнитная сила, Н.
Fig. 2. Design diagram of a two-mass vibration 
technological machine: m1 — is the mass of the 
anchor part of the vibrator, kg; m2 — is the mass 
of the stator part of the vibrator, kg; m3 — is the 
weight of the cargo, kg; m4 — platform weight, 
kg; x1, x2  — are generalized coordinates, 
m; δ — working air gap, m; k1, k2 — are the 
stiffness coefficients of elastic bonds N/m; b1, 
b2 — coefficients of linear resistance, N·s/m; 
fтр — ftr is the force of dry sliding friction, N; 
fэм — electromagnetic force, N.
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	 ( )1 1 2 2 2
2

П
k x x k x

x
∂

− = − −
∂

.	 (9)

Частные производные от  диссипа-
тивной функции (5):

	 1 2
1

1

Ф dx dx
b

x dt dt
∂  − = − − ∂  

;	 (10)

	 1 2 2
1 2

2

Ф dx dx dx
b b

x dt dt dt
∂  − = − − ∂  

.	(11)

Проекции обобщенных сил, вызван-
ных внешними воздействиями и силами 
сухого трения скольжения:

	 ( )
1

B
тр эмsign ,xQ f v f i= − + δ ;	 (12)

	 ( )
2

B
тр эмsign ,xQ f v f i= − δ , 	 (13)

где ( )эм ,f i= δ – вынуждающая электро-

магнитная сила, Н; 1 2dx dx
v

dt dt
= − – ско-

рость относительного скольжения сопри-
касающихся инерционных масс, м/с.

Принимая во внимание (3)–(13), 
уравнения (1) и (2) приводятся к виду

( ) ( )

( )

2
1

1 3 1 1 22

1 2
1 тр эмsign ,

d x
m m k x x

dt
dx dx

b f v f i
dt dt

+ = − − −

 − − − + δ 
 

;	(14)

( ) ( )

( )

2
2

2 4 1 1 22

1 2 2
2 2 1 2

тр эмsign ,

d x
m m k x x

dt
dx dx dx

k x b b
dt dt dt

f v f i

+ = − −

 − + − − + 
 

+ − δ .	 (15)

Электрическая, магнитная и  меха-
ническая системы вибровозбудителя 
связаны между собой через электро-
магнитные процессы, которые опи-
сываются уравнением электрического 
равновесия, предусматривающим насы-
щение стальных участков и  потери 
энергии, поступающей из сети:

	 ( ) ( ),d i
u t ir

dt
µψ δ

= + , 	 (16)

где u(t) — напряжение на входе цепи, 
В; i =iп + iµ  — ток в  цепи питания 
катушки возбуждения, А, включающий 
ток потерь пi , вызванный вихревыми 
токами и гистерезисом, и ток намагни-
чивания iµ; ( ),f iµψ = δ – потокосцепле-
ние катушки возбуждения, Вб; r — сопро-
тивление в цепи питания катушки, Ом.

Входящая в  уравнения (12)–(16) 
величина воздушного рабочего зазора 
δ  характеризует положение якоря 
относительно статора, является пере-
менной величиной и  зависит от  вре-
мени:
	 0 1 2( ) ( ) ( )t x t x tδ = δ − + , 	 (17)

где δ0 — величина зазора в положении 
статического равновесия при обесто-
ченной катушке, м.

Уравнения (14)–(16) образуют пол-
ную систему дифференциальных урав-
нений, отражающих электрическое 
и  механическое равновесие динами-
ческой системы, которые могут быть 
представлены в  окончательном для 
решения виде:

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

п

2
1 1 2

1 3 1 1 2 1 тр эм2

2
2 1 2 2

2 4 1 1 2 2 2 1 2 тр эм2

,
,  где ;

sign , ;

sign , .

d i
u t ir i i i

dt
d x dx dx

m m k x x b f v f i
dt dtdt

d x dx dx dx
m m k x x k x b b f v f i

dt dt dtdt

µ
µ

 ψ δ
 = + = +

   + + − + − = − + δ  

 
   + − − + − − + = − δ   

	(18)
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Реализация математической модели
Решение системы дифференци-

альных уравнений (18) выполнялось 
методами структурного моделирования 
в программе Matlab Simulink [25–27]. 

Вариант структурной схемы ими-
тационной модели с двумя степенями 
свободы механической системы пред-
ставлен на риc. 3.

Для питания модели применяется 
однофазный источник электроэнергии 
«AC» промышленной частоты 50 Гц, 
установленный на входе электрической 
подсистемы «Electrical Subsystem». 
На выходе электрической подсистемы 
имеем источник сигнала в виде напря-
жения, получаемого при однополупери-
одном выпрямлении.

С помощью подсистемы «Magnetic 
Subsystem» реализуется первое урав-
нение системы (18). Второе и  третье 
уравнения системы (18) реализуются 
с  помощью подсистемы «Mechanical 
Subsystem».

Для фиксации выходных перемен-
ных используется система измере-
ний в  виде виртуальных приемников 
сигналов «Scope» (см. риc.  3). Расчет 
интегральных показателей осущест-
вляется с  помощью измерительного 
блока «Measuring Module». На выходе 
измерительного блока отображаются 
сигналы, пропорциональные потре-

Риc. 3. Имитационная модель вибрационной машины в Matlab Simulink
Fig. 3. Simulation model of a vibration machine in Matlab Simulink

бляемой от  источника питания мощ-
ности, действующим значениям тока 
и напряжения в цепи питания катушки 
возбуждения, коэффициенту мощности 
электромагнитного вибратора.

При создании модели выполнялся 
предварительный расчет статических 
п а р а м е т р о в  п о т о ко с ц е п л е н и я 

( ),f iµψ = δ  и  электромагнитного уси-
лия ( )эм ,f i= δ , которые затем представ-
лялись в  виде двумерного массива  
(14 17× ), содержащего по 238 значений 
опорных точек. Задание функции двух 
аргументов и  интерполяция статиче-
ских параметров потокосцепления 
и электромагнитного усилия выполня-
лись средствами Simulink с использова-
нием блоков двумерных таблиц.

Расчет статических параметров про-
изводился с  помощью решения поле-
вой задачи с использованием стандарт-
ных программ по  расчету магнитного 
поля [28–30]. Это позволило с высокой 
степенью точности учесть геометрию 
стальных элементов конструкции якоря 
и статора. С методикой подобных рас-
четов можно ознакомиться в  работах 
[31, 32].

Для верификации созданной ими-
тационной модели в  качестве исход-
ных данных, согласно с  расчетной 
схемой на риc. 2, использовались сле-
дующие параметры модели: m1= 0,6 кг;  
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m2 = 2,2  кг; m3 = 0,2  кг; m4 = 6  кг;  
k1 = 50·103 H/м; k2 = 50·103 H/м;  
b1 = 15 Н·с/м; b2 = 15 Н·с/м; fтр = 6 Н. 
Действующее напряжение источника  
U = 160 В. Катушка возбуждения 
с общим количеством w = 1035 выпол-
нена из медного проводника, имеющего 
круглое сечение. Активное сопротивле-
ние в цепи питания катушки возбужде-
ния составляет r = 8,5 Ом. Якорь и ста-
тор выполнены из  конструкционной 
стали «Сталь-3». 

Результаты имитационного модели-
рования в виде диаграмм тока катушки 
возбуждения i(t), перемещения обоб-
щенных координат x1(t), x2(t), обоб-
щенных скоростей v1(t), v2(t) и электро-
магнитного усилия fэм(t), отражающие 
процесс включения модели вибраци-
онной машины и выхода на установив-
шийся режим работы, представлены 
на риc. 4, а–д. 

Качественный характер поведения 
диаграмм, полученных с  помощью 
имитационного моделирования, полно-
стью соответствует процессам, полу-
ченным на физических моделях.

Верификация имитационной модели 
выполнялась путем качественного срав-
нения поведения временных диаграмм, 
отражающих режимы работы электро-
магнитного вибровозбудителя, и коли-
чественного совпадения амплитудных 
значений величин и  интегральных 
показателей, полученных с  помощью 
имитационного моделирования и физи-
ческого эксперимента. Сравнивались 

амплитуды колебаний обобщенных 
координат Xm1, Xm2 и  амплитуда тока 
Im в цепи питания катушки возбужде-
ния. В качестве интегральных значений 
показателей использовались действую-
щие значения тока I и  напряжения U 
на входе катушки возбуждения, потре-
бляемая от  источника активная мощ-
ность P и коэффициент мощности cosϕ. 

Сравнение результатов представ-
лено в  таблице. Расхождение расчет-
ных и  экспериментальных значений 
показателей не  превышает погрешно-
сти 4…6%, что вполне допустимо.

Также следует отметить, что приме-
нение модели сухого трения, нелиней-
ным образом зависящей от  скорости 
скольжения, существенно не  отраз-
илось на  результатах моделирования 
при сравнении с моделью сухого тре-
ния, в  которой данная зависимость 
от  скорости скольжения отсутствует. 
Это объясняется тем, что вынужденная 
электромагнитная сила, действующая 
в механической колебательной системе 
(см. риc.  1), существенно превышает 
силу сухого трения покоя.

Заключение
Широкое использование вибраци-

онных технологий в  горной и  стро-
ительной отраслях создает новые 
предпосылки при разработке меропри-
ятий по  развитию вибрационной тех-
ники и  формированию предложений 
по совершенствованию существующих 
подходов для расчета оборудования, 

Таблица
Сравнение расчетных и экспериментальных значений показателей
Comparison of calculated and experimental values of indicators
Показатели Xm1 Xm2 I Im U P cosϕ

мм мм А А В Вт о.е.
Расчет 9.8 2.2 6.63 13.9 135.9 408.3 0.453
Эксперимент 9.4 2.1 6.89 14.3 142.7 420.5 0.427
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Риc. 4. Временные диаграммы: тока катушки возбуждения (а); перемещения центра массы 
якорной части (б); скорости центра массы якорной части (в); перемещения центра массы 
статорной части (г); скорости центра массы статорной части (д)
Fig. 4. Timing charts: excitation coil current (a); center displacement the mass of the anchor part 
(b); speed of the center of mass of the anchor part (c); displacement of the center of mass of the 
stator part (d); speed of the center of mass of the stator part (e)
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задействованного в  данных техноло-
гиях, включая современные методы 
компьютерного моделирования.

На примере конструкции однокату-
шечного электромагнитного вибровозбу-
дителя, входящего в состав двухмассовой 
вибрационной технологической машины 
питателя, рассмотрены основные этапы 
реализации математической модели 
в  виде системы дифференциальных 
уравнений, отражающих электрическое 
и  механическое равновесие динамиче-
ской системы с  двумя степенями сво-
боды, полученных методами Лагранжа.

Разработана имитационная модель 
вибрационного питателя с  электро-

магнитным вибровозбудителем, отли-
чающаяся от известных многосторон-
ними связями в  электромеханической 
системе. Установлено качественное 
и  количественное совпадение резуль-
татов имитационного моделирования 
с результатами, полученными с помо-
щью физической модели, расхождение 
которых не превышает 4…6%, и явля-
ется допустимым для инженерных рас-
четов.

Результаты исследований могут 
представлять определенный интерес 
для специалистов в  области расчета 
и  проектирования вибрационной тех-
ники.
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