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Аннотация: рассмотрены основные моменты математической модели процесса сверхтон-
кого измельчения твердых материалов в измельчительных машинах центробежного типа, 
процессы формирования разрушающих нагрузок на измельчаемый материал и выведены 
основные уравнения движения мелющих тел в форме цилиндра при контакте с разруша-
емым материалом. Создана математическая модель процесса сверхтонкого измельчения 
твердых материалов с различными физико-механическими свойствами в измельчитель-
ных машинах центробежного типа с планетарным движением мелющих тел в виде тел 
вращения. Использовались методы теории машин и механизмов, законы теоретической 
механики, математическое моделирование и вычислительный эксперимент. Разработаны 
основы математической модели определения конструктивных и технико-технологических 
параметров измельчительных машин центробежного типа с планетарным движением ме-
лющих тел в  виде тел вращения. Разработана кинематическая схема взаимодействия 
рабочих органов мельницы с частицами измельчаемого твердого материала в процессе 
его тонкого и сверхтонкого измельчения с учетом расчетных значений режимных параме-
тров работы измельчительного устройства. Создан алгоритм оптимального управления 
процессом сверхтонкого диспергирования в измельчительных машинах с планитарным 
движением мелющих тел. На базе совмещенной системы уравнений составлен алгоритм 
процесса, позволяющий получить расчетные формулы для проектирования измельчи-
тельных машин центробежного типа и управления процессом сверхтонкого измельчения 
технологических материалов с различными физико-механическими свойствами. Полу-
ченные результаты математического моделирования в перспективе будут использованы 
для расчета новых конструкций измельчительных машин центробежного типа и оптими-
зации режимов их работы.
Ключевые слова: центробежные мельницы, мелющие тела, математическое моделирова-
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Введение
Современная тенденция исследова-

ний свойств тонкоизмельченных мате-
риалов изучает эффекты, возникающие 
в процессе механоактивации через воз-
действие механическими нагрузками, 
не приводящими к разрушению частиц 
обрабатываемого материала. И, соот-
ветственно, обозначенные исследования 
нуждаются в разработке новой измель-
чительной техники с повышенной дина-
микой самого процесса измельчения 
и сопутствующей механоактивации [1].

Эффективно сть сверхтонкого 
измельчения и механоактивации, 
в отличие от тихоходных мельниц, 
при создании измельчительной машины 
«МИ-Э» будет обеспечена следующими 
отличительными аспектами:

– за счет повышенной динамики
работы мелющих тел будет обеспечена 
энергонапряженность самого процесса 
измельчения;

– на два порядка будет увеличено
количество единовременно происходя-
щих актов разрушения;

– на измельчаемый материал будут
воздействовать повышенные сжима-
ющие нагрузки за счет увеличения 
центробежных сил, возникающих 
при обращении и перекатывании мелю-
щих тел по внутренней части цилин-
дрического корпуса;

– за счет увеличения частоты вра-
щения мелющих тел вокруг своей оси 
будет создаваться «истирающее-раз-
давливающий» режим измельчения, 
исключающий возникновение вторич-
ной агрегатации уже измельченных 
частиц.

Целью проведения научно-иссле-
довательских работ по обозначенному 
выше направлению является создание 
математической модели, позволяющей 
рассчитывать конструктивные параме-
тры измельчительной машины «МИ-Э» 
и параметров самого процесса сверх-
тонкого измельчения и механоактива-
ции различных технологических мате-
риалов. По окончании НИОКР будет 
создан промышленный образец измель-
чительной машины «МИ-Э», способной 
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в прямоточном режиме осуществлять 
сверхтонкое измельчение и механоак-
тивацию технологических материалов 
в таких отраслях, как нефтегазодобы-
вающая, обогащение полезных иско-
паемых, химическая, лесоперераба-
тывающая, производство различных 
композитных материалов, получение 
расходных порошков для аддетивных 
технологий — металлических, поли-
мерных, минеральных вяжущих, дре-
весно-полимерных и др.

Разрабатываемая измельчительная 
машина «МИ-Э» конструктивно отли-
чается от последних разработок высоко-
эффективных измельчительных машин, 
используемых для производства тонких 
и сверхтонких порошков технологиче-
ских материалов энергонасыщенных 
дисперсных систем. Предлагаемая кон-
струкция «МИ-Э» позволяет обеспечи-
вать большие скорости передачи разру-
шающей энергии от рабочих мелющих 
органов к измельчаемому материалу 
и производить его механоактивацию 
с повышенным КПД и минимальными 
потерями энергии на сопутствующие 
непроизводительные физико-химиче-
ские процессы. В полном укомплек-
тованном состоянии измельчительный 
комплекс на базе измельчительной 
машины «МИ-Э» обеспечен аспи-
рационной системой, позволяющей 
выводить из технологического потока 
при прямоточном измельчении частицы 
заданного конечного размера, исклю-
чая их переизмельчение. На сегодняш-
ний день воздушные классификаторы 
позволяют (в промышленных объемах) 
получать порошки очень узких клас-
сов от 0,1 мкм и крупнее, с разбежкой 
в несколько микрон.

Схема измельчительной машины 
«МИ-Э» изображена на рис. 1 в виде 
вертикального сечения. В компоновку 
измельчительной машины входят две 
независимые системы:

– система предварительной аспира-
ционной классификации и дозирован-
ной подачи исходного материала;

– сама система измельчения 
и механоактивации технологических 
материалов.

Конструкция «МИ-Э» представ-
ляет собой каскадный центробежный 
измельчительный аппарат, состоящий 
из вертикального цилиндрического 
корпуса 1, верхней крышки 2, нижней 
опорной плиты 3, внутренней футе-
ровки 4 (из высокопрочной стали), цен-
трального вала 5, верхнего 6 и нижнего 
7 подшипниковых блоков. Устройство 
дозированной подачи исходного мате-
риала и предварительной аспираци-
онной классификации состоит из при-
емного патрубка 8, аспирационного 
конфузора 9, конического бункера 10, 
центробежного дискового разбрасы-
вателя 11, потоконаправляющих лопа-
ток 12, внутренней стенки бункера 13 
и разрыхляющих ребер 14.

Ротор измельчительной машины 
скомпонован из трех секций, рас-
положенных одна на другой на цен-
тральном валу 5. Секции измель-
чительной машины сформированы 
из кольцеобразных дисков 15 и 16, 
между которыми находятся фиксиру-
ющие патрубки 17. В каждой секции 
смонтированы гнезда для измельчаю-
щих рабочих органов 18 путем фик-
сации в вертикальном положении тол-
кающих пластин 19 по образующей 
ротора посредством стягивания сек-
ции шпильками 20. Скомпонованные 
секции находятся между нижними 21 
и верхними 22 моментопередающими 
дисками и соединены через штифты 
23 и шпильки 24 с ведущими коль-
цевыми дисками. Крутящий момент 
с вала 5 на ротор передается через 
шпонки 25, а с нижнего торца ротора 
установлены разбрасывающие ребра 
27. Конструкция измельчительной 
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машины «МИ-Э» также оснащена 
двумя выходными каналами 28 и 29 
и системой наружного охлаждения 
30 с входным 31 и выходным 32 
патрубками для подачи технической 
воды.

Принцип действия разработанной 
измельчительной машины «МИ-Э» 
заключается в следующем.

Измельчительная машина «МИ-Э» 
является центробежным аппаратом 
непрерывного принципа действия. 
Исходный сыпучий материал под соб-
ственным весом перетекает в кониче-
ский бункер 10 центробежного диско-
вого разбрасывателя 11 из приемного 
патрубка 8. В процессе вращения 
ротора измельчающие рабочие органы 
18 в форме цилиндра под действием 

Рис. 1. Схема измельчительной машины «МИ-Э» 
Fig. 1. Schematic diagram of the cascade mill of the centrifugal type of the design “ MМ-Е”

возникающих центробежных сил 
отбрасываются к футеровке 4 цилин-
дрического корпуса 1 и начинают 
перемещаться по ней, вращаясь вокруг 
своей оси и создавая сжимающе-сдви-
говые нагрузки на попадающий под 
них исходный материал. Сыпучий 
материал, продвигаясь от верхнего 
приемного патрубка 8 к двум выход-
ным каналам 28 и 29, измельчается 
и насыщается внутренней и поверх-
ностной энергией, т. е. механоакти-
вируется. На выходе из каналов 28, 
29 измельченный материал подхва-
тывается потоком аспирационной 
системы и подвергается классифика-
ции по среднему размеру частиц гото-
вого продукта. Степень механоакти-
вации получаемого технологического 
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материала оценивается по измене-
нию параметров его технологических 
свойств (например, после механоак-
тивации — повышение прочностных 
свойств цементного камня, а значит 
и марки цемента) [2, 3].

Разрушающие нагрузки в центро-
бежных измельчительных машинах 
возникают при контактировании вра-
щающихся рабочих органов с футе-
ровкой корпуса при попадании между 
ними частиц исходного продукта. 
На схеме (рис. 2) зафиксирован момент 
нагружения измельчаемой частицы 
2 мелющим телом 1 цилиндрической 
формы, прокатывающимся по футеро-
ванной внутренней поверхности кор-
пуса 3 каскадной мельницы центро-
бежного типа. Мелющее тело пере- 

Рис. 2. Схема к расчету сил, действующих при работе мелющего тела в виде цилиндра
Fig. 2. Scheme for calculating the forces acting during the operation of the grinding body in the 
form of a ball

мещается по внутренней поверхности 
корпуса с угловой скоростью 1w  
и совершает соответственно вращение 
вокруг своей оси с частотой вращения 
w . На цилиндрическое мелющее тело 
воздействует толкающая сила T , 
и частица 2 сдавливается в точке E  
нормальной силой EN , а также в точке 
A  под действием силы AN . Для удоб-
ства расчетов данных сил участок /ЕА/ 
на схеме будем считать прямолиней-
ным. В рабочем режиме центробежной 
мельницы динамика процесса измель-
чения и механоактивации в основном 
определяется возникающей силой EN . 
Уравнения движения мелющего тела 
в рабочем режиме измельчения (рис. 
2) могут быть записаны в следующем
виде:
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ò ð òð òðcos sin cos sinc B A E Emx T F F N F= α − α − − γ − γ ; (1)

ò ð òðsin cos sin cosc A B E Emy N P T F N F= − − α − α + γ − γ ; (2)

TP TP TPc A B E AI F M F R F R N Kφ = + − + − ,  (3)

где òð A AF f N=  ; òðBF f T=  ; òðE EF f N=  ; 
2

2c

mR
I = ; K  — коэффициент трения 

качения, см; f  — коэффициент трения скольжения; ,c cx y   — ускорения центра 
массцилиндрического рабочего органа; ϕ  — угловое ускорение цилиндрического 
рабочего органа.

Мгновенный центр скоростей цилиндрического рабочего органа в процессе 
помола не совпадает с точкой A , а смещен на величину d  от центра масс цилин-
дрического рабочего органа C . В связи с этим cv dw=  и cx d= ϕ

  , а cx d= ϕ

  . 
При этом cy R=  , т. е. 0cy =  . Соответственно, дифференциальные уравнения (1), 
(2) и (3) возможно записать в следующем виде [4—6]:

( ) ( )cos sin cos sinA Em d T f f N f N fφ = α − α − − γ + γ ; (4)

( ) ( )sin cos sin cosA Eo N P T f N f= − − α + α − γ − γ ; (5)
2

2 A E A

m R
f N R M f T R f N R N Kφ = + − + − . (6)

Нормальная сила реакции AN  на расстоянии К от точки касания А цилиндриче-
ского рабочего органа с футеровкой корпуса (рис. 2) может быть выражена 
из уравнения (5):

( ) ( )sin cos sin cosA EN P T f N f= + α + α − γ − γ .  (7)

Сжимающая измельчаемую частицу сила EN  может быть выведена из уравне-
ния (6).

2 A E

m R K M
N f f T f N

R R

 φ = − + − + 
 

 .  (8)

Затем, проведя преобразования, путем подстановки уравнения (7) в выражения 
(4), (8) получим дифференциальные уравнения: 

( ) ( )
( ) ( )
cos sin sin cos

sin cos cos sin ;E E

m d T f f P T f

N f N f

φ = α − α − + α + α −
− γ − γ − γ + γ



 (9)

( )

( )

sin cos
2

sin cos .E E

m R K
f P T f

P

M
N f f T f N

R

  φ = − + α + α −   

− γ − γ + − +



 (10)

Далее из уравнений (9) и (10) определяем силу EN  [7—9]:

( ) ( )2 2cos 2 sin cos cos cosEm d T f f f P N fφ = α − α − α − − γ + γ . (11)
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Для дальнейших преобразований введем следующие обозначения:
2cos 2 sin cosf f aα − α − α =  ; 2cos cosf bγ + γ = .  (12)

Принятые обозначения (12) позволяют записать уравнение (9) в следующем 
виде:

Em d aT f P b Nφ = − − , (13)

и окончательно сила EN  запишется:

E

aT f P m d
N

b

− − φ
=



. (14)

После математических преобразований уравнение (10) возможно записать: 

( )

( )

sin cos
2

sin cos .E

m R M K
T f f f

R R

K K
f P N f f f

R R

  φ = + − α + α − +  
  
    + − − − γ − γ −    

    



  (15)

В выражение (15) для удобства расчетов введем обозначения:

( )( ) sin cos
K

f f f c
R

− α − α − = ; ( )( ) sin cos
K

f f f e
R

− γ − γ − = . (16)

Соответственно, выражение (15) примет следующий вид:

( )
2 E

m R M K
cT f P e N

R R
φ = + + − − , (17)

а выражение (14) может быть записано в следующем виде:

( )
2

E

M K m R
cT f P

R RN
e

+ + − − φ
=



.  (18)

Уравнения (14) и (18) приравниваем относительно силы EN  и получаем диф-
ференциальные уравнения:

( )
2

M K m R
cT f PaT f P m d R R

b e

+ + − − φ− − φ
=





;  (19)

2

( ) ( ) ( )
2

m R e M e K e
m d T c a P f f

b R b R b
φ − = + − + − + .  (20)

В режиме помола ротор мельницы вращается, и на цилиндрические рабочие 
органы действует центробежная сила P  , определяемая из выражения [10, 11]:

2 2
2 2 2

ð 1
ð ð

–

– –

m R m R
P m R

R R
= ω = ω = φ , (21)
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где ð–R  — радиус окружности движения центра масс цилиндрического рабочего 
органа, находящийся в точке C ; 1ω  — окружная скорость вращения ротора 
измельчительной машины; ω  — частота обращения самого цилиндрического 

рабочего органа вокруг своей оси ð
1

–R

R
ω = ω .

Соответственно, толкающая цилиндрический рабочий орган сила T  может 
быть рассчитана из выражения:

2

ð–

m K R
T

f R
= φ .  (22)

Далее, произведя замену сил P  и T  их уравнениями (21), (22), возможно запи-
сать дифференциальное уравнение:

2

ð ð2

( ) ( )

( )
2 2

– –

mKR e mR K e
– a f f

f R b R R bM
m R e mR e

R m d m d
b b

− + − +

φ = + φ
− −

 .  (23)

Для упрощения расчетов в выражении (23) введем обозначения:

( )
2

M
x

mR e
R m d

b

=
−

 ; 

2

ð ð

( ) ( )

2

– –

mKR e mR K e
c a f f

f R b R R b
y

mR e
m d

b

− + − +

=
−

.  (24)

Соответственно, выражение (23) упростится до следующего вида:
2x yφ = + φ  .  (25)

Полученное выражение (25) может быть записано в двух вариантах:

2d
x y

d t

φ
= + φ



  или 2

d
d t

x y

φ
=

+ φ





 , (26)

а после решения получаем:

1

1
( )

y
arctg t c

xxy
φ = + .  (27)

Далее выберем изначальные условия ( 0ϕ = при 0t = ) и получим время раз-
гона ротора мельницы до рабочей частоты вращения при помоле:

1
( )

y
t arctg

xxy
= φ  ; ( )

y
xy t arctg

x
= φ  ; ( )

x
tg xy t

y
φ = . (28)

Введем ограничительные моменты до установления рабочего режима работы 
мельницы:

90xy t < . (29)
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Из выражения (29) следует, что время до установления рабочего режима помола 

составит ð

90
şt

xy
=  или может быть записано диффренциальным уравнением:

2 2cos ( ) cos ( )

xyd x x

d t y xy t xy t

φ
φ = = =



 .  (30)

При заданном промежутке времени вхождения центробежной мельницы 
в рабочий режим помола по выражениям (31), (32) могут быть вычислены силы 

( ),EN f= φ φ   и ( ),AN f= φ φ   [12]:

( )
2

E

M K m R
cT f P

R RN
e

+ − − φ
=



;  (31)

( ) ( )sin cos sin cosA EN P T f N f= + α + α − γ − γ ,  (32)

где M  — момент, создаваемый силойтрения ò ðBF ; P  , T  — силы, вычисляемые 
из выражений (21), (22); C  , e  — коэффициенты, рассчитываемые по уравнению 
(16).

Итак, зная величину ðşt  и определив для него значения ϕ  и ϕ  , можно рас-
считать максимальное значение сил EN  и AN  для данной измельчительной 
машины при установившемся режиме работы и оценить эффективность ее работы 
при тонком и сверхтонком измельчении твердых материалов с различными физико-
механическими свойствами.

Выводы
Разработанная математическая модель процесса сверхтонкого измельчения 

и механоактивации сыпучих твердых материалов с различными физико-механи-
ческими свойствами в измельчительных машинах центробежного типа позволит 
рассчитывать конструктивные и технико-технологические параметры новых кон-
струкций измельчительных устройств данного типа. Полученный обобщенный 
математический алгоритм позволит на стадии конструирования опытных образ-
цов определять оптимальные режимы сверхтонкого измельчения различных твер-
дых материалов в измельчительных аппаратах центробежного типа.
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