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Аннотация: Обоснована расчетная схема, в которой ударная система машины моделиру-
ется продольно нагруженными упругими цилиндрическими стержнями при малых дефор-
мациях. Горный массив рассматривается как абсолютно твердая преграда. Боек и инстру-
мент характеризуются длиной, площадью поперечного сечения, плотностью материала и 
модулем Юнга. Модель позволяет найти усилие (как функцию времени), с которым инстру-
мент действует на массив. Считается, что перемещения и скорости стержней в поперечном 
направлении пренебрежимо малы по сравнению с продольным направлением, а внешние 
силы, отличные от реакций связей, на систему стержней не действуют. Составлено ва-
риационное уравнение, выражающее принцип возможных перемещений. Вариации от 
времени не зависят. Рассмотрены начальные и граничные условия. Вариационное урав-
нение решалось методом прямых, при котором оператор дифференцирования по времени 
заменяется конечно-разностным оператором. Задача сводится к последовательно решае-
мым краевым задачам с переменной правой частью. Используемая конечно-разностная 
схема — это апробированная неявная схема Кранка-Николсон. Краевые задачи на каждом 
шаге интегрирования по времени решаются методом конечных элементов. В результате 
вариационное уравнение преобразуется к системе линейных алгебраических уравнений, 
приведенное решение которой определяет искомое усилие. Представлен пример расчета 
для гидравлической машины ударного действия G100 фирмы «Rammer» (Финляндия) в 
виде графической зависимости силы давления инструмента на массив от времени с шагом 
0,1 мкс, а также его анализ. Относительная погрешность вычислений продолжительности 
удара и максимального (по модулю) значения силы не превосходит 0,1%.
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Введение
Одним из перспективных способов 

разрушения горных пород повышенной 
прочности является механический удар 
(с использованием гидроударников), 
обеспечивающий высокую концентра-
цию нагрузки на локальном участке за- 
боя и уступающий по энергоемкости раз- 
рушения (17—25 Дж/см2) только взрыву 
(6 Дж/см2) [1—8].

Ударная система технологической ма- 
шины представляется цилиндрическими 

стержнями, соотношения длин и сече-
ний которых зависят от конструктивно-
технологических особенностей испол-
нительного органа [8—12]. В соответ-
ствии с этим в наиболее авторитетной 
работе [8] для моделирования процесса 
энергопередачи рассмотрено соударе-
ние двух стержней, являющихся бой-
ком 1 и волноводом (инструментом) 2. 
Разрушаемый массив также представлен 
цилиндрическим стержнем  3 со свой-
ствами, характерными для горной по-

Abstract: The authors justify a computation model of a machine percussion system simulated 
by elastic cylindrical rods subjected to maximal axial load at minimal strain. Rock mass is as-
sumed as a perfectly solid block. The piston and tool are described by the values of length, 
cross-section area, density and Young’s modulus. The model determines the force applied by 
the tool on the rock as function of time. It is assumed that transverse displacements and veloci-
ties of the rods are negligeable as compared with the axial displacements and velocities, while 
the rods are free from the action of the external forces different from the restraining forces. The 
variational equation expresses the principle of possible displacements. The variations are inde-
pendent of time. The initial and boundary conditions are considered. The variational equation is 
solved using the method of straight lines, with replacement of a time differentiation operator by 
the finite difference operator. The problem reduces to the successive solving of boundary value 
problems with variable right-hand sides. The finite difference scheme is the approved implicit 
scheme of Crank–Nicolson. The boundary value problems are solved using the finite element 
method at each step of integrating. As a result, the variational equation transforms into a system 
of linear algebraic equations, and the reduced solution of this system yields the wanted force. 
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Рис. 1. Расчетная схема ударной системы
Fig. 1. Computational model of percussion system
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роды, и имеющим массу m3 >> m1 + m2 
(рис. 1).

В работе [8] приведены дифференци-
альные уравнения и граничные условия, 
а также качественный анализ решения, 
заключающийся в представлении волно-
вого характера процесса, перечислении 
и обсуждении различных типов волн, 
распространяющихся в стержнях 1, 2 
и 3 (см. рис. 1). Однако ни метода ре-
шения задачи, ни результатов расчетов 
в работе [8] нет. Отмечается только, что 
представленная качественная картина 
изменения напряжений в элементах удар-
ной системы характеризует основные 
закономерности передачи энергии удара 
в массив.

В настоящей работе предпринята 
попытка дать количественный анализ 
процесса ударной передачи энергии в 
массив горной породы. Естественно 
принять убедительно обоснованную рас- 
четную схему работы [8], в  которой 
ударная система машины моделируется 
цилиндрическими стержнями. Однако от 
моделирования горного массива стерж-
нем стоит отказаться. Это следует сде-
лать по двум причинам. 

Первая — это то, что геометрически 
массив даже отдаленно не напоминает 
стержень. Если уж его моделировать уп- 
ругой или упругопластической средой, 
следует выбрать более реалистическую 
конфигурацию. Но это чрезмерно ус-
ложняет задачу.

Вторая причина — это то, что моде-
лирование деформирования массива на 
основе какой-либо модели деформируе-
мого твердого тела всегда будет неадек-
ватным. Дело в том, что крепкие горные 
породы деформируются упруго вплоть 
до разрушения. Но, с другой стороны, 
в узкой зоне, прилегающей к внедряе-
мому инструменту, образуется из ча-
стиц разрушенного материала породы 
так называемое ядро сжатия. Это ядро 
обусловливает нелинейность зависимо- 

сти сила-перемещение инструмента. По- 
лучить эту зависимость можно только 
экспериментально, но к настоящему вре- 
мени какие-либо опытные данные от-
сутствуют.

С учетом сказанного, ради получения 
более простого и однозначного решения 
массив следует рассматривать как абсо-
лютно твердую преграду. Это, конечно, 
внесет погрешность в расчет, так как 
уменьшится время удара. Однако глав-
ная величина, ради которой, собствен-
но, и следует делать расчет — импульс, 
передаваемый породному массиву, — 
останется практически неизменным.

Таким образом, исследования в этом 
направлении дополнят монографию [1] 
в решении поставленной в ней задачи.

Расчетная схема
Несмотря на разнообразие конструк-

ций ударных инструментов [2—12], прин- 
цип их действия одинаков: боек разго-
няется до большой скорости, затем он 
ударяет по скалывающему инструмен-
ту, прижатому к разрушаемому массиву. 
Эффективность разрушения обусловле-
на динамичностью процесса разруше-
ния. Расчетная схема работы инстру-
мента представлена на рис. 2. 

При этом инструмент может отли-
чаться конструктивными параметрами, 
разрушать уступ различной высоты и 
располагаться под любым углом к нему. 
Боек также может иметь конструктив-
ные отличия. Рассматривать взаимодей- 
ствие всех трех объектов, изображен-
ных на рис. 2, нет необходимости. 

Горный массив 3 (см. рис. 2.) влия-
ет на процесс взаимодействия бойка 1 
и инструмента 2 только как ограничи-
тель перемещений инструмента, под-
верженного действию бойка. Эти пере-
мещения, конечно, отличны от нуля в 
силу упругости массива и возможного 
разрушения его материала непосредст- 
венно под инструментом. Однако они 
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малы и ясно, что без заметной погреш-
ности их можно считать нулевыми. При 
этом математическая модель распада-
ется на две модели. 

Первая из них  — это модель взаи-
модействия бойка  1 (см. рис.  2) и ин-
струмента 2 при условии, что рабочий 
конец инструмента, контактирующий 
с массивом, неподвижен. Эта модель 
позволяет найти усилие (как функцию 
времени), с  которым инструмент дей-
ствует на массив.

Вторая математическая модель долж-
на дать описание напряженного состоя-
ния массива в зависимости от времени. 
При включении в нее критерия прочно-
сти она позволит найти объем разрушае-
мого материала.

Объединение упомянутых моделей 
даст возможность установить влияние 
различных конструктивных и режимных 
параметров, а также прочности горного 
массива на объем разрушенного мате-
риала. В данной статье рассматривается 
первая математическая модель.

Согласно работе [8] боек и инстру-
мент можно рассматривать как продоль-
но нагруженные упругие стержни при 
малых деформациях. Будем считать, что 
координатная ось х совпадает с осями 
обоих взаимодействующих стержней 
(рис. 3).

Боек (стержень 1) характеризуется 
следующими величинами: l1 — длиной; 
F1 — площадью поперечного сечения; 
ρ1 — плотностью материала; E1 — мо-
дулем Юнга. Ударный инструмент ха-
рактеризуется тем же набором параме-
тров (они имеют индекс 2).

Для стержня перемещения и скоро- 
сти в поперечном направлении пренеб- 
режимо малы по сравнению с переме-
щениями и скоростями в продольном 
направлении. Учтем также то, что внеш-
ние силы, отличные от реакций связей, 
на систему стержней 1 и 2 (см. рис. 3) не 
действуют.

Пусть t — время. Введем в рассмот- 
рение поле перемещений u(t, x) и поле 
скоростей v u u t� � � � . В  данном слу-

Рис. 2. Расчетная схема: 1 — боек; 2 — ударный инструмент; 3 — горный массив; 4 — скалываемый 
уступ
Fig. 2. Computational model: 1—piston; 2—percussive tool; 3—rock mass; 4—cut bench

Рис. 3. Расчетная схема взаимодействия бойка и инструмента: 1 — боек; 2 — инструмент
Fig. 3. Computational model of piston–tool interaction: 1—piston; 2—tool 
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чае  — при продольной деформации 
стержня — из всех компонент тензора 
напряжений отлична от нуля только одна. 
Обозначим ее через σ. Согласно закону 
Гука связь напряжения с продольной 
деформацией � � � �u x  дается форму-
лой σ = Eε.

Вариационная постановка задачи
Так как задача решается численно, 

исходное соотношение удобно записать 
в вариационной формулировке. Вариа- 
ционное уравнение, выражающее прин-
цип возможных перемещений, приме-
нительно к данной задаче имеет вид

F
v
t
u dx

l

� � ���
�
�

��
�
�

�
�
�� �

0
0 ,	 (1)

где символом δ обозначены вариации 
соответствующих величин. Вариации — 
это произвольные функции координат, 
ограниченные лишь одним требованием: 
на тех участках граничной поверхности, 
где заданы главные (кинематические) гра- 
ничные условия (в данном случае при 
х  =  0), вариации перемещений равны 
нулю. Вариации от времени не зависят.

Рассмотрим начальные и граничные 
условия задачи. В  начальный момент 
t  =  0 стержни составляют один стер-
жень длиной l  =  l1  +  l2 (см. рис.  3). 
Перемещения, деформации и напряже-
ния в начальный момент равны нулю:

t = 0; х ∈ [0, l]: u = 0;
 ε = 0; σ = 0.	 (2)

Скорости точек инструмента в на-
чальный момент равны нулю, скорости 
точек бойка — равны (–V). Это означа-
ет, что при t = 0 боек ударяет по инстру-
менту:

t
x l v

x l l v V
�

�� � �

�� � � �

�
�
�

��
0

0 02

2

:
, : ;

, : .
	 (3)

При х = 0 задается граничное усло-
вие:

х = 0: u = 0; v = 0.

Это условие является главным (ки-
нематическим) условием. При x = l за-
дается естественное (динамическое) гра- 
ничное условие:

x = l: σ = 0.	 (4) 
В процессе удара могут быть изме-

нения в граничных условиях в зависи-
мости от значения напряжения в точке 
x  =  l2. Если в этой точке σ  <  0 (сжа-
тие), то это значит, что контакт между 
стержнями имеет место. Если же полу-
чается σ ≥ 0, то это значит, что контакт 
отсутствует, то есть начинается отскок 
бойка. С этого момента рассматривает-
ся только стержень 2, то есть х ∈ [0, l2] 
(см. рис. 3) при граничном условии

x = l2 : σ = 0. 	 (5) 
Таким образом, входящие в уравне-

ние (1) величины l, ρ, F, а также модуль 
Юнга E определяются выражениями:

1. Стержни находятся в контакте:

l l l

x l F F E E

x l l F F E E

� �

�� � � � �

�� � � � �

1 2

2 2 2 2

2 1 1 1

0

;

, : ; ; ;

, : ; ;

� �

� �

2. Стержень  1 отскочил от стерж-
ня 2, но при этом стержень 2 прижат к 
массиву:

l l

x l F F E E

�

�� � � � �
2

2 2 20

;

, : ; ;� �

Время удара определяется значени-
ем напряжения в точке х = 0. Если вы-
полняется условие

х = 0 : σ < 0, 	 (6)
то это значит, что стержень  2 (инстру-
мент) прижат к массиву. Как только оно 
нарушится, удар завершается: инстру-
мент отскакивает от массива.

Зависимость σ(t) при х  =  0 являет- 
ся основным результатом расчета. Ве- 
личина

P t F t x( ) ( )� � �� 0 	 (7)
представляет собой усилие, с  которым 
ударный инструмент действует на гор-
ный массив.
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Метод решения задачи
Для решения уравнения (1) приме-

няем метод прямых [13]. Суть его со-
стоит в том, что оператор дифферен-
цирования по времени заменяется ко-
нечно-разностным оператором. Задача 
сводится к последовательно решаемым 
краевым задачам с переменной правой 
частью. Используемая в данной работе 
конечноразностная схема  — это апро-
бированная неявная схема Кранка-Ни- 
колсон [14].

Пусть ∆t — шаг интегрирования по 
времени, а n — номер шага интегриро-
вания. Конечноразностное представле-
ние производной по времени от некото-
рой функции y(t,x) на n-м шаге имеет 
вид �

�
�

�
�

�y
t

y y
t

n n 1

,	 (8)

где yn–1 и yn  — значения y на границах 
временного интервала. Величины, не 
содержащие производных по времени, 
представляются на n-м шаге интегриро-
вания по времени в виде

y y yn n� �� ��1
2

1 ,	 (9)

то есть как среднее арифметическое 
граничных значений. С использовани-
ем формул (8) и (9) конечно-разностное 
представление уравнения (1) записыва-
ется в виде

F
t
v v u dx

u u
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n n
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vvn�� �

�



�
�

�
�
�

1 .
	 (10)

Величины с индексами n–1 извест-
ны из решения для предыдущего шага. 
Из системы (10) определяются величи-
ны с индексом n. Выразим из второго 
уравнения системы (10) величину vn и 
подставим в первое уравнение:

v
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�
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Таким образом, система (10) распа-
дается на два последовательно решае-
мых уравнения. Вначале из уравнения 
(12) определяются перемещения un, а за-
тем из уравнения (11) — скорости vn.

Краевые задачи [13] на каждом шаге 
интегрирования по времени решаются 
методом конечных элементов [14,15]. 
В  результате вариационное уравнение 
(12) преобразуется к системе линейных 
алгебраических уравнений:

AU Bn = 	 (13)
где Un — матрица-столбец узловых пере-
мещений; В — матрица-столбец правых 
частей (напомним, что узловые переме-
щения Un–1 известны); А  — квадратная 
матрица коэффициентов системы урав-
нений. Матрицы А и В необходимо пре- 
образовать с целью учесть главное гра-
ничное условие. Это делается следую-
щим образом. Пусть перемещение k-го 
узла (в рассматриваемом случае k = 1) 
равно нулю. Обнуляется k-я строка и k-й 
столбец матрицы А за исключением диа-
гонального элемента. Обнуляется также 
k-й элемент матрицы В.

После того как система уравнений 
(13) решена, необходимо найти реак-
цию связи в узле 1. Это сила, с которой 
инструмент воздействует на горный мас-
сив. Запишем первую строку матрично-
го равенства (13)

A U B Ri i
n

1 1� � .	 (14)
Фигурирующие здесь элементы мат- 

риц  А  и В  — это элементы непреоб-
разованных матриц. Поэтому равенст- 
во возможно только при добавлении к 
правой части величины R. Это и есть 
реакция связи — сила, с которой массив 
действует на ударный инструмент. По 
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третьему закону Ньютона инструмент 
действует на массив с силой минус R.

Пример расчета
В качестве примера расчета опреде-

лим зависимость (7) для гидравлической 
машины ударного действия G100 фир-
мы «Rammer» (Финляндия) [8]. И боек, 
и инструмент изготавливаются из ста-
ли. Поэтому E = E1 = E2 =  2  · 1011 Н/
м2; ρ  = ρ1  = ρ2  =  7800  кг/м3. Длины и 
площади поперечных сечений стерж-
ней: l1 = 2,9 м, l2 = 1,45 м, F1 = 0,168 м2 
и F2  =  0,0227  м2. Скорость удара  — 
ϑ = 2,18 м/с. Результаты расчета, пред-
ставленные ниже, получены при шаге 
по времени ∆t = 0,1 мкс. И боек, и ин-
струмент разбивались на 500 конечных  
элементов. При этом, как показали срав-
нительные расчеты, относительная по-
грешность вычислений продолжительно-
сти удара и максимального (по модулю) 
значения силы P не превосходит 0,1%.

График зависимости силы давления 
инструмента на массив от времени пред- 
ставлен на рис. 4. Ступенчатый харак-
тер зависимости обусловлен распрост- 

ранением упругих волн вдоль стерж- 
ней. Скорость звука равна c =  E ρ  = 
=  5060  м/с, время прохождения волны 
вдоль инструмента получается равным 
l2 /c = 0,286 мс, что согласуется с резуль-
татами, приведенными на рис. 4. 

Остроугольные «выскоки» амплиту-
ды в зонах скачков функции, обуслов-
ленных приходом и отражением волн, 
представляют собой известное явление 
Гиббса [16], возникающее всегда при 
аппроксимации разрывных функций не-
прерывными. Они не вносят принципи-
альных изменений в результаты расчета.

Через 5,73 мс боек отскакивает от ин-
струмента, но воздействие инструмента 
на массив продолжается. Оно закачива-
ется при 6,01 мс. Это и есть время удара. 
Максимальное значение силы давления 
инструмента на массив можно исполь-
зовать для анализа прочности инстру-
мента. В данном случае Pmax = 12,9 МН. 
При этом напряжение (сжимающее) в 
инструменте будет равно 568 Н/мм2, что 
приблизительно в два раза меньше пре-
дела текучести типичной высокопроч-
ной стали. 

Рис. 4. Зависимость силы, действующей на массив, от времени
Fig. 4. Time curve of force applied to rock mass
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Заключение
При математическом моделировании 

взаимодействия бойка и инструмента 
необходимо рассматривать их как про-
дольно нагруженные стержни, характе- 
ризующиеся длиной, площадью попе- 

речного сечения, плотностью и модулем 
Юнга. 

При неподвижной рабочей поверх-
ности инструмента это позволяет опре-
делять усилие, с которым он действует 
на массив, как функцию времени.
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РУКОПИСИ, ДЕПОНИРОВАННЫЕ В ИЗДАТЕЛЬСТВЕ «ГОРНАЯ КНИГА»

ИНСТРУМЕНТАРИЙ ПРОГРАММНО-АНАЛИТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ЭЛЕКТРОПОТРЕБЛЕНИЕМ НА ГОРНЫХ ПРЕДПРИЯТИЯХ 
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Карпенко Сергей Михайлович1 — канд. техн. наук, доцент,
Безгинов Глеб Юзович1 — аспирант, 
1 ГИ НИТУ «МИСиС».

Приведен анализ существующих способов контроля энергоресурсов, а также математи-
ческих методов прогнозирования электропотребления на горных предприятиях. Проведен 
обзор современных программных продуктов и диспетчерских систем, используемых для 
обеспечения сбора и обработки информации, автоматизации, контроля и мониторинга раз-
личных параметров обследуемого объекта. Предложено создание на этой основе программ-
но-аналитических комплексов для совершенствования управления электропотреблением и 
энергосбережением на горных предприятиях.

Ключевые слова: горные предприятия, электропотребление, контроль, моделирование, 
прогнозирование, инструментарий, программный пакет, программно-аналитическое управ-
ление.

TOOLS FOR SOFTWARE AND ANALYTICAL MANAGEMENT  
OF POWER CONSUMPTION AT MINING ENTERPRISES

S.M. Karpenko1, Cand. Sci. (Eng.), Assistant Professor,
G.Yu. Bezginov1, Graduate Student,
1 Mining Institute, National University of Science and Technology «MISiS», 119049, Moscow, Russia.

The article presents an analysis of existing methods for controlling energy resources, as well as 
mathematical methods for predicting power consumption at mining enterprises. A review of modern 
software products and dispatcher systems used to ensure the collection and processing of information, 
automation, control and monitoring of various parameters of the object under investigation. It is pro-
posed to create software and analytical complexes on this basis to improve the management of power 
consumption and energy conservation at mining enterprises.

Key words: mining enterprise, power consumption, control, modeling, forecasting, tools, software 
package, software and analytical management.
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