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Аннотация: Проанализированы современные способы моделирования распространения 
акустических волн в слоистых средах и обоснована необходимость разработки нового, 
более быстрого метода. Представлен метод моделирования распространения упругих 
волн на основе преобразования сигнала с использованием ABCD-матриц, для реализации 
которого разработана компьютерная программа на языке Python. Рассмотрены теорети-
ческие основы и математический алгоритм представленного метода, а также приведены 
расчеты основных физических и математических зависимостей, использующихся для ре-
ализации метода в программе. Проанализирована корреляция между смоделированным 
сигналом и сигналом, полученным экспериментально от среды с заранее определенными 
параметрами. Приведены временные формы и спектры сигнала внутри оптико-акусти-
ческого преобразователя в двух случаях. В первом случае рассматривается оптико-аку-
стический преобразователь со свободной поверхностью (граница с воздухом), во втором 
случае рассматривается оптико-акустический преобразователь, прижатый к стальной 
пластине. На основании полученных данных доказана применимость указанного метода 
для моделирования распространения акустических сигналов в плоско-слоистой среде. 
Основным достоинством предложенного метода моделирования является высокая ско-
рость расчета формы и спектра сигнала в любой точке среды в заданный момент времени.
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Abstract: The modern methods of modeling acoustic wave travel in stratified media are re-
viewed, and the necessity of a new and faster technique is justified. The method of modeling 
elastic wave propagation based on signal conditioning using ABCD matrices and a Python soft 
ware is described. The theoretical framework and the mathematical algorithm of the presented
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Введение
Определение форм, размеров и по-

ложения дефектов в твердых гетероген-
ных средах является основной задачей 
при определении структурной прочно- 
сти, диагностики качества изделий и 
мониторинга в горном деле. На сегод-
няшний день разработано и использует-
ся множество различных методов реше-
ния данной задачи, в том числе: рентге-
новская [1] и электромагнитная [2—3] 
томография, тепловизионный контроль 
[4], ультразвуковая структуроскопия и 
томография [5—8] и др. [9—10]. Но, не- 
смотря на наличие множества методов 
получения механических свойств иссле- 
дуемых объектов, большинство этих 
методов не позволяет полностью вос-
становить их внутреннюю структуру и 
расположение дефектов без использо-
вания различных типов обратного пре-
образования при моделировании. Таким 
образом, учитывая трудоемкость данного 
моделирования, требуются новые высо-
копроизводительные программные реше-
ния для построения соответствующих 
моделей [11—15]. 

Среди методов моделирования са-
мым распространенным является метод 
конечных элементов (МКЭ), а также его 

различные вариации [16—20]. Основ- 
ным плюсом МКЭ является возмож-
ность применять его для моделирования 
структур любой сложности и с высокой 
точностью расчета, что приводит к увели-
чению времени, необходимого на обра-
ботку модели. При этом скорость расчета 
резко уменьшается при незначительном 
усложнении модели [16—18]. В связи 
с универсальностью метода многие ис-
следователи занимаются модификация-
ми МКЭ. Например, авторы статьи [19] 
предложили метод, основывающийся на 
МКЭ с масштабируемыми границами, 
ускоряющий расчеты в случае высокоча-
стотных сигналов; а в работе [20] пред-
ложено использовать для решения зада-
чи моделирования расширенный МКЭ, 
называемый также XFEM. Но доработка 
и изменение МКЭ не может полностью 
решить проблему скорости расчета. Та- 
ким образом, разработка альтернатив-
ного, более производительного метода 
моделирования остается актуальной за-
дачей.

В данной работе представлен по-
луаналитический метод расчета рас-
пространения лазерно-ультразвукового 
зондирующего импульса с гауссовым 
поперечным профилем пучка в плоско-

method are discussed. The main calculations of the main physical and mathematical relations 
of the method implementation in the program are given. The model signal is correlated with the 
test signal obtained from a medium with pre-set parameters. The temporal shapes and spectra of 
the signal inside an optical-acoustic converter are presented for two cases. In the first case, the 
optical–acoustic converter has a free surface (boundary with air); in the second case, the opti-
cal–acoustic converter is pressed to a steel plate. Based on the obtained data, the applicability 
of the method to modeling acoustic signal propagation in flat and stratified medium is proved. 
The critical advantage of the proposed modeling approach is high calculating speed of the sig-
nal shape and spectrum at any point of the medium and at any assigned time. 
Key words: laser optics–acoustics, ultrasonic control, stratified media, defectoscopy, modeling 
methods, ABCD matrices, structurescopy, acoustic pulse propagation. 
For citation: Pashkin A. I., Vinnikov V. A. Modeling propagation of laser–ultrasonic probing 
pulse in stratified medium by the method of ABCD matrices. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 
2020;(6):140-150. [In Russ]. DOI: 10.25018/0236-1493-2020-6-0-140-150.
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слоистой среде, основанный на методе 
ABCD-матриц [22], применяемом в ос-
новном в оптике. Данный подход поз- 
воляет идентифицировать отражения и 
реверберации в плоско-слоистой среде, 
а  также учесть изменение временной 
формы зондирующего импульса из-за 
дифракции и затухания.

Теоретические основы
В лазерно-ультразвуковой (ЛУ) диаг- 

ностике оптический импульс погло-
щается в плоскопараллельной пласти-
ковой пластинке  — оптоакустическом 
генераторе (ОАГ) (рис. 1). Один из дан-
ных сигналов распространяется в аку-
стически прозрачную призму (рис. 1), 
совмещенную с широкополосным пье-
зоприемником и служит опорным сиг-
налом, второй распространяется через 
генератор (рис. 1) в исследуемую среду. 
Возникает две границы раздела: генера-
тор — призма и генератор — исследуе- 
мая среда. На каждой границе возни-
кают отраженные и прошедшие волны. 
Следовательно, для корректного опи-
сания структурных особенностей об-
разцов горных пород с использованием 
зондирующих импульсов необходимо 
знать их спектральные характеристики 
с учетом всех границ и переотражений.

Для моделирования распространения 
ЛУ зондирующего импульса разработа-
на программа для ЭВМ, которая позво-
ляет:

•	 создать модель слоистой среды, 
включающую в себя размеры слоев и 
физические свойства материалов, в том 
числе: плотность, скорость распростра-
нения звука, коэффициенты затухания;

•	 задать параметры генерации ульт- 
развукового импульса, включая началь-
ный радиус пучка, длительность лазер-
ного излучения и коэффициент погло-
щения света в среде генератора;

•	 смоделировать генерацию ультра-
звукового импульса;

•	 смоделировать распространение 
сгенерированного импульса в заданной 
слоистой среде;

•	 получить графическое представ-
ление временной и спектральной форм 
сигнала в любой точке модели среды.

Была рассмотрена следующая зада-
ча. Пусть из прозрачной среды по нор-
мали к границе (z = 0) с поглощающей 
средой падает плоская световая волна с 
интенсивностью I I f t H r� �0 ( ) ( ) , где I0 — 
амплитудное значение интенсивности, 
а  f(t) и H r r x y( ) ,

 

� � � � �� � , соответствен-
но, временная огибающая и распреде-
ление по поперечному сечению интен- 

Рис. 1. Схема строения оптико-акустического датчика
Fig. 1. Structural layout of optical–acoustic sensor 
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сивности пучка. Без ограничения общ-
ности считаем, что временная огибаю-
щая f(t) и ее фурье-образ f ( )ω  имеют 
гауссову форму:

f t
t

f

L

L
L

( ) exp

( ) exp

� �
�

�
�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

�
��

�
�

�

�
�

�

�

�
�
�




� 

� 


1
2

2

2 2

4


���

�

�
�
�

,	 (1)

где τL — характерная длительность ла-
зерного импульса.

Для эффективного возбуждения ульт- 
развуковой волны необходимо, чтобы в 
среде ОАГ было реализовано сильное 
поглощение оптического излучения, то 
есть коэффициент поглощения света α 
должен иметь порядок (103–104) см–1. 
В этом случае ширина оптического пуч-
ка a значительно больше, чем глубина 
α–1 проникновения света в среду гене-
ратора, и возможно применение метода 
поэтапного подхода. На первом этапе 
предполагается, что пространственное 
распределение интенсивности лазерно-
го излучения не влияет на процесс гене-
рации, поперечными градиентами теп- 
лового поля можно пренебречь, и  воз-
буждается только продольная волна. 
Тогда процесс генерации колебательной 
скорости v  частиц в продольной волне 
описывается системой уравнений [23]:
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где z  >  0; χ  — коэффициент темпера- 
туропроводности; � � � ��V V T p

1( / )   — 
температурный коэффициент объемного 
расширения; cp  — удельная теплоем-
кость среды генератора при постоянном 
давлении p; ρ  и ρо  — плотность и ее 
равновесное значение; cL, cT — скорости 
продольных и поперечных волн. Дан-
ную систему уравнений необходимо 

дополнить граничными условиями на 
границе раздела z = 0, обеспечивающими 
непрерывность смещений и нормальных 
компонент скоростей. Тогда вне области 
нагрева 

z � � �� ��max , /� � �1
12

(индекс 1 при коэффициенте темпера-
туропроводности относится к материа-
лу прозрачной призмы, 2 — для среды 
ОАГ) существуют две чисто бегущие 
акустические волны. Одна из этих волн 
распространятся в призме и является 
опорной, вторая распространяется в ге-
нераторе и является зондирующей. Каж-
дая гармоника ω данных волн описыва-
ется выражением:


v K I f i t z cL12 12 0� �� �( ) ( )exp ( / )� � � ,	(3)

где индекс 1 и знак «–» соответствуют 
опорной волне, а индекс 2 и знак «+» — 
зондирующей. Передаточные функции 
K12(ω) для каждой среды зависят от ее фи-
зико-механических и тепловых свойств. 
При условии, что длина диффузии тепла за 
время лазерного воздействия LT � ��0

 
значительно меньше, чем глубина его 
проникновения α–1, эти функции опре-
деляются выражениями
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где ωa = αcL, N = ρ0 cL / ρ1 cL1.
Если на первом этапе описывается 

процесс формирования плоских бегущих 
волн при лазерном возбуждении ульт- 
развука, то на втором этапе описыва-
ется дифракционное искажение сфор-
мировавшихся акустических пучков и 
их распространение в слоистой среде. 
Предполагается, что поперечное рас-
пределение интенсивности оптического 
излучения имеет гауссову форму 
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что соответствует основной моде гене-
рации лазера. Тогда в однородной среде 
в параболическом приближении про-
цесс дифракционного искажения гауссо-
ва пучка описывается выражением [24]:
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где LDF = ωa2 / 2c0 = πa2 / λ — длина диф-
ракции на частоте ω.

Для упрощения выражения в случае 
многослойной среды используем метод 
ABCD-матриц, приведенный в работе 
[21] для оптики. Рассмотрим систему 
из трех плоскопараллельных слоев тол-
щиной L1, L2 и L3 со скоростями про-
дольных волн c1, c2 и c3 и плотностями 
ρ1, ρ2 и ρ3 соответственно, в случае, ког-
да источник находится в слое 1 (генера-
тор), а приемник — в слое 3 (слой 2 — 
исследуемый объект). Также в соответ-
ствии с приближением параксиальных 
волн считаем, что угол отклонения от 
оси α ≅ sin(α) ≅ tan(α). Вектор колеба-
тельной скорости 

v  представим через 
его радиальное смещение r и угол от-
клонения α от оси. Тогда в соответст- 
вии с законами Снеллиуса смещение 
r2 и угол отклонения волны α2 в слое 2 
сразу после прохождения границы раз-
дела 1—2 описываются следующими 
выражениями [21]:
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где r0 и α0  — радиальное смещение и 
угол отклонения волны сразу после воз-
буждения в материале генератора, а  в 
системе (7) учтены преобразования, воз-
никшие как при прохождении слоя  1, 
так и при прохождении границы разде-
ла 1—2.

Выражения (7) можно переписать в 
матричном виде:
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что и представляет собой ABCD-матрицу 
в рамках акустики. Также, если по анало-
гии с оптическим элементом [21] назвать 
акустическим элементом часть среды, 
производящую определенное влияние на 
свойства волны, получим, что рассматри-
ваемая среда состоит из пяти элементар-
ных акустических элементов — слоя 1, 
границы раздела слоев 1–2, слоя 2, гра-
ницы раздела слоев 2–3 и слоя 3. Таким 
образом, в  соответствии со свойствами 
ABCD-матриц, матрица для рассматри-
ваемого комплексного акустического эле-
мента 1–3 представляет собой:
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Таким же образом рассчитываются 
ABCD-матрицы для переотраженных 
компонент волны, что учитывается в 
разработанном алгоритме. Возвращаясь 
к рассматриваемому примеру, заметим, 
что формула (9) является частным слу-
чаем общей формулы для гауссова пуч-
ка в среде, которая может быть описана 
ABCD-матрицей в параксиальном приб- 
лижении для гауссова распределения 
интенсивности в поперечном сечении 
[21, 22]:
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где q0 — комплексный параметр гаус-
сова пучка сразу после выхода из об-
ласти генерации, а q1 — комплексный 
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параметр гауссова пучка после полного 
прохождения акустического элемента. 
В  соответствии с [21] q0 и q1 связаны 
законом ABCD распространения гауссо-
вых пучков:

q
Aq B
Cq D0

1

1

�
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, 	 (12)

где A, B, C и D — соответствующие эле-
менты матрицы, описывающей акусти-
ческий элемент с любым числом слоев. 
Выражение для начального значения 
комплексного параметра q0 [24]: 

q
i a
c0

2

12
�
�

. 	 (13)

Коэффициент отражения по колеба-
тельной скорости плоской продольной 
волны, падающей перпендикулярно к 
границам раздела сред 1 и 2 из среды 1: 
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Рис. 2. Временная форма сигнала с датчика от свободной поверхности (воздуха)
Fig. 2. Temporal shape of signal from sensor on free surface (air)

Рис. 3. Временная форма сигнала с датчика от стальной пластины
Fig. 3. Temporal shape of signal from sensor on steel plate
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где Z1 = ρ1c1, Z2 = ρ2c2 — акустические 
импедансы генератора (слой 1) и иссле-
дуемого объекта (слой 2).

Коэффициент прохождения по коле-
бательной скорости плоской продоль-
ной волны, падающей перпендикуляр-
но к границам раздела сред: 

T
v
v Z Zv � �

�
2

1 1 2

2
1( / )

.	  (15)

Рис. 4. Спектральная форма сигнала с датчика от свободной поверхности (воздуха)
Fig. 4. Spectrum of signal from sensor on free surface (air)

Рис. 5. Спектральная форма сигнала с датчика от стальной пластины
Fig. 5. Spectrum of signal from sensor on steel plate

Для трех сред:
T T T

Z
Z

Z
Z

v v v� � �

�
�

�

�
�

�

�
� �
�

�
�

�

�
�

� �, ,2 3 1 2

3

2

2

1

4

1 1

, 	 (16)

где Z3 — акустический импеданс прием-
ника (слой 3).

Подставляя это выражение в (6) по-
лучаем формулу:
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Результаты
На рис.  2, 3 изображены: пунктир-

ными линиями  — временные формы 
сигналов, полученные эксперименталь-
ным способом, сплошными линиями — 
временные формы смоделированных 
описанным выше методом сигналов. На 
рис. 4, 5 — спектральные формы.

Как видно из рис.  2—5, смоделиро-
ванные сигналы близки к эксперимен-
тальным, а  отклонения этих сигналов 
обусловлены различием реальных физи-
ко-механических свойств сред и свойств 
сред, заданных в программе моделиро-
вания. 

Заключение 
В ходе исследования методов моде-

лирования распространения ультразву-
ковых пучков в слоистых средах была 
выявлена необходимость в разработке 
для описания процесса распростране-
ния акустических сигналов в слоистой 
среде метода ABCD-матриц, характери-

зующегося более быстрым процессом 
расчета модели. Для реализации данно-
го метода была создана компьютерная 
программа на языке Python. Результатом 
работы программы являются графические 
представления временной и спектраль-
ной форм сигнала в любой точке анали- 
зируемой среды. Средства, представ-
ленные в программе, позволяют настраи- 
вать физические параметры среды и  
генерации сигнала, что дает результаты, 
близкие полученным экспериментально.

Программа может использоваться для 
моделирования лазерной генерации и 
распространения акустических сигна-
лов в любых плоскопараллельных сло-
истых средах, причем моделирование 
распространения возможно для любого 
заранее заданного сигнала.

На данный момент ведутся работы 
по решению обратной задачи  —опре-
делению параметров среды из данных 
эксперимента с использованием разра-
ботанной программы. 
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Таким образом, поле на оси (r⊥ = 0) дается выражением:
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