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Решение задачи методом 
конечных элементов по нахождению 
тензора напряжений
Моделирование напряженно-дефор-

мированного состояния (НДС) массива 
горных пород и его поведения при тех-
ногенных воздействиях является неотъ-
емлемой частью обоснования парамет- 
ров систем разработки месторождений 
полезных ископаемых [1]. Для моде-
лирования изменения напряженного 
состояния пород в зависимости от по-
рядка ведения очистных работ исполь-
зуется основанный на применении чис-
ленных методов программный комплекс 
«SigmaGT». Результатами моделирова-
ния являются геомеханическое обосно-
вание и выбор наиболее рационального 
порядка развития работ в блоке с точки 
зрения минимизации возможных про-
явлений горного давления, особенно в 
динамической форме.

В качестве численного метода опреде-
ления НДС массива пород выбран метод 
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конечных элементов, который на протя-
жении нескольких десятков лет успешно 
применялся при подготовке практически 
всех регламентов на отработку новых 
горизонтов рудников, а  также при раз-
работке рекомендаций по запросам руд-
ников при отработке отдельных блоков 
и участков на подземных рудниках АО 
«Апатит» [4].

Применение метода конечных эле-
ментов для решения практических задач 
предполагает создание модели объекта, 
его дискретизацию (разбивку или рас-
членение на элементы), решение боль-
ших систем уравнений, подготовку исход-
ных данных, интерпретацию результатов 
моделирования и их наглядное представ-
ление [3].

Именно посредством разбивки или 
дискретизации области на элементы, 
по своей сути, составляющей часть ре-
шения задачи, которая заменяет собой 
аппарат интегрально-дифференциально-
го исчисления, необходимый при рас-
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смотрении континуумов, представляется 
возможным решение методом конечных 
элементов (МКЭ) сложных дифференци-
альных уравнений. Фактически МКЭ по-
зволяет решать дифференциальные урав-
нения, заменяя их системой линейных 
алгебраических уравнений, что с одной 
стороны облегчает нахождение решения 
и кроме этого позволяет решать задачи 
практически любой сложности [1].

Моделируемое тело разбивается ко- 
нечным числом объектов меньшего раз-
мера. Полученное множество называ-
ется сеткой конечных элементов, узлы 
которых соединены друг с другом.

Для каждого элемента задается ап-
проксимирующий полином. В  случае 
трехмерной задачи теории упругости 
три компоненты перемещения аппрок-
симируются внутри элемента соотноше- 
ниями:
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где ui, vi, wi — это узловые перемещения, 
а N — матрица функций формы отдельно-
го элемента.

Рис. 1. Восьмиузловой трехмерный конечный элемент

Если задача решается в перемеще-
ниях и на границе заданы их значения, 
то нужно минимизировать потенциаль-
ную работу системы. Полная потенци-
альная энергия упругой системы может 
быть разделена на две части, одна из 
которых соответствует энергии дефор-
маций в теле, а другая определяется по-
тенциальной энергией массовых сил и 
приложенных поверхностных сил. В про-
цессе минимизации получаются интег- 
ралы, которые входят в уравнения для 
элементов [2]:
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где k — это матрица жесткости элемента, 
B — матрица производных функций фор-
мы (матрица связей узлов элемента с 
его деформацией), D — матрица упругих 
констант материала элемента.

Стоит отметить, что матрица произво-
дных функций формы B представлена в 
глобальных координатах, а сами функ-
ции формы элемента в локальных. 

Локальные координаты узлов элемен-
та имеют следующий вид:
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Функции формы приведены в локаль-
ной системе координат:

( )( )( )1 1 1 1
8i i i iN = − ξξ − ηη − ζζ 	 (4)

В трехмерном восьмиузловом эле-
менте, вектор смещения U является 
функцией координат (x, y, z) и интерполи-
руется с помощью функций формы эле- 
мента:
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где de — вектор компонент узловых пе-
ремещений.

Поскольку функции формы опреде-
лены в локальных координатах (ξ, η, ζ), 
чтобы получить производные по x, y, z в 
матрице деформации, необходимо ис-
пользовать матрицу Якобиана:
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которая затем используется для вычис-
ления матрицы производных функций 
формы, заменяя глобальную систему 
координат на локальную в производных 
функциях формы.

После того, как матрица производ- 
ных функций формы В будет вычислена, 
матрица жесткости твердого трехмерно-
го элемента, может быть получена путем 
ее подстановки в формулу (2), причем 
объемный интеграл dV примет следую-
щий вид:
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Далее необходимо сформировать гло-
бальную матрицу с помощью матрицы 
кинематических связей a:
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Глобальная матрица жесткости K име-
ет ленточный вид. Это означает, что нену-
левые элементы матрицы сосредоточены 
вблизи главной диагонали. Для оптимиза-
ции матрицы жесткости целесообразно 
хранить только отличные от нуля значе-
ния. Размерность матрицы определяет-
ся числом узлов сетки.

Система линейных алгебраических 
уравнений получается из матричного 
уравнения связывающего глобальную 
матрицу жесткости с векторами объем-
ных и поверхностных сил. 
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Вектор деформации может быть вы-
ражен через узловые перемещения и 
матрицу связей узлов элемента с его де-
формацией, полученную дифференциро-
ванием надлежащим образом матрицы 
функций формы элемента.
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Закон Гука, связывающий компонен-
ты тензоров напряжений с полной и на-
чальной деформацией, в общей форме 
имеет вид:
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Трехмерная визуализация 
тензора напряжений
При анализе результатов моделиро-

вания НДС несомненно важной являет-
ся форма их представления. Наиболее 
привычными для горного инженера яв-
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ляются планы горизонтов и разрезы, то 
есть двумерное представление. Однако 
во многих случаях трехмерное представ-
ление распределения напряжений и де-
формаций помогает лучше понять причи-
ны формирования зон их концентрации.

В двумерном виде значения напря-
жений удобно изображать в виде изоли-
ний или полей напряжений. В объемном 
варианте можно получить изоповерхно-
сти или вектора отдельной компоненты.

В качестве платформы для визуали-
зации было использовано приложение 
ParaView. Оно обладает открытым ис-
ходным кодом и достаточным набором 
фильтров обработки расчетных данных.

Чтобы отобразить напряжения в виде 
векторов, необходимо по найденному 
тензору напряжений найти три главных 
компоненты напряжений (собственные 
числа) и соответствующие им направ-
ляющие косинусы для нормалей к трем 
главным площадкам (собственные век-

торы). Сам вектор напряжений получает-
ся в результате перемножения получен-
ных значений для каждого из элементов:

[ ] ( )
( )
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* , ,xy yz xz

Sigma eigenvalue x y z

eigenvector

= σ σ σ

τ τ τ
	 (13)

Полученный вектор значений исполь-
зуется в качестве входных данных фильт- 
ра Glyph к основной модели. По дан-
ным визуализации можно определить не 
только концентрацию полей и значения 
компонент напряжений, но и простран-
ственное направление векторов напря-
жений относительно всей модели и каж-
дого элемента в отдельности.

На данный момент, полученные в ре-
зультате моделирования в программном 
комплексе «SigmaGT» данные могут быть 
отображены в виде векторных полей. 
Дальнейшее развитие модуля визуали-
зации направлено на получение трех-
мерных изоповерхностей напряжений.

Рис. 2. Трехмерное отображение векторов главной компоненты напряжения модели
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