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При проектирование процесса
искусственного замораживания 

грунтов необходимо точно определить 
время активного замораживания и 
мощность замораживающей установки. 
Однако, анизотропность физических 
свойств грунтов, слагающих массив, 
наличие фазового перехода, возмож-
ное наличие источников тепла вблизи 
зоны замораживания, делают данную 
задачу крайне трудной для аналитиче-
ского решения [1]. 

В настоящее время значительное 
развитие получили методики проек-
тирования, основанные на численных 
методах расчета с использованием 
персонального компьютеров. С при-
менением данных методов возможно 
решать задачи с произвольным набо-
ром исходных данных, что позволяет 
предсказывать процесс практически в 
любых условиях.
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се COMSOL Multiphysics процесса искусственного замораживания грунтов. По 
результатам ранее сделанных лабораторных исследований были получены зави-
симости, позволяющие определять тепловой поток к замораживающей колонке 
заполненной твердым диоксидом углерода. Внесение данных зависимостей в ма-
тематическую модель позволило с высокой точностью предсказывать результаты 
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Для рассольного замораживания 
существуют опробованные методики 
моделирования, позволяющие всецело 
описать происходящий процесс как в 
замораживающей колонке, так и в мас-
сиве грунта [2], [3], [4]. 

В настоящее время в Московском 
Горном институте НТУ МИСиС раз-
рабатывается технологии заморажи-
вание грунтов твердыми креагентами, 
при моделирование которой возника-
ют трудности с описанием процесса, 
происходящего в замораживающей 
колонке. На настоящий момент, не 
существует методики его аналитиче-
ского описания [5]. В  этом случаи, 
большое значение приобретает лабо-
раторный эксперимент, по результа-
там которого могут быть получены за-
висимости пригодные для внесения в 
расчетную схему математической мо- 
дели. 
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В работе [6] представлены экспе-
риментальные данные полученные в 
результате лабораторного исследова-
ния процесса замораживания грунта 
замораживающими колонками, запол-
ненными диоксидом углерода, и  их 
анализ. По результатам данного ис-
следования представлены графики и 
зависимости, позволяющие с достаточ-
ной точность проектировать процесс 
замораживания для частного случая, 
описанного в эксперименте. Рассмот- 
рев представленные данные как ис-
ходные для математического экспери-
мента, можно значительно расширить 
область их применения.

Экспериментальное исследование 
проводилось на стенде показной на 
рис. 1. В качестве результатов экспе-
римента выступали данные об измене-
ние поля температур в массиве грунта, 
и данные о расходе диоксида углерода.

Математическое моделирование 
процесса искусственного заморажи-
вания грунтов возможно производить 
с применением различный программ-
ных комплексов. В  практике нашли 
применение пакеты моделирования ме-
тодом конечных элементов FEniCS [7], 
KRATOS [8], CHEF [9], COMSOL Mul- 
tiphysics [10], в  высшей технической 
школе Цюриха, разрабатывается прог- 

раммный комплекс FREEZE [11] и TH-
model [12]. Для решения задачи о мо-
делирование процесса замораживания 
с использованием твердого диоксида 
углерода наиболее удобно использо-
вать программный комплекс COMSOL 
Multiphysics.

Программный комплекс COMSOL 
Multiphysics является мощным средст- 
вом численного моделирования раз-
личных физических процессов методом 
конечных элементов. Применительно 
к задачам искусственного заморажи-
вания грунтов, он позволяет решать 
задачи теплопроводности, конвекции, 
осложнение фазовым переходом, с за-
данием большого спектра различных 
граничных условий. 

При математическом моделирова-
ние эксперимента по замораживанию 
грунтов в компьютерную модель были 
занесены данные о физических свой-
ствах грунта, в замороженном и талом 
состоянии (таблица), геометрические 
размеры исследуемого массива. 

В результате проведения лабора-
торного исследования [6] была получе-
на зависимость коэффициента тепло-
отдачи от стенки колонки к твердому 
диоксиду углерода, k, Вт/(м2·°С), как 
функция от теплового потока, q, Вт/м2: 
α = 0,36 ∙ q0,8 (1)

Рис. 1. Экспериментальный стенд: 1  – твердый диоксид углерода; 2  – стальная труба 
внешним диаметром 100 мм и 219 мм; 3 – водонасыщенный грунт – крупнозернистый песок; 
4 – теплоизолированная емкость размерами в плане 3000 на 3000 мм
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Однако, в  этом виде, данная за-
висимость не может быть включена в 
математическую модель данного про-
граммного комплекса. 

При анализе данных полученных 
в результате лабораторного исследо-
вания было отмечено, что существует 
однозначная связь между температу-
рой стенки замораживающей колон-
ки и тепловым потоком к ней. Таким 
образом, зависимость коэффициента 
теплоотдачи от теплового потока, мо-
жет быть представлена, как зависи-
мость коэффициента теплоотдачи от 
температуры стенки колонки. Данные, 
в виде характерных точек, полученные 
в результате лабораторного экспери-
мента, для разных диаметров колонок 
показаны на графике, рис. 2. 

На этом же графике представлена 
зависимость толщины ледопородного 
ограждения от температуры стенки ко-
лонки. В  соответствии с эксперимен-
тальными данными, температура стенки 
колонки, не зависит от ее диаметра, а за-
висит только от толщины ограждения. 

Зависимость коэффициента тепло-
отдачи от температуры стенки колон-
ки, в рассматриваемом диапазоне тем-
ператур, хорошо аппроксимируются 
экспоненциальными кривыми (2.1) и 
(2.2), так же показанными на рис.  2 
(кривые 1 и 2 соответственно):

α0,1 = 17,412 ∙ e0,2258∙∆T (2.1)

α0,2 = 3,2118 ∙ e0,3989∙∆T, (2.2)
где α0,1 и α0,2  – коэффициент тепло-
отдачи в замораживающей колонке 

Физические свойства моделируемого грунта (крупнозернистый песок)

Талое состояние Мерзлое состояние

Теплопроводность, Вт/(м·°С) 2,02 2,7

Удельная теплоемкость, Дж/кг 1760 1420

Плотность, кг/м3 2530 2530

Пористость 0,34 0,34

Водонасыщение 1 1

Рис. 2. Зависимость коэффициента теплоотдачи от температуры стенки колонки, 
а также, зависимость толщины ЛПО от температуры стенки колонки



246

диаметром 0,1  м и 0,2  м 
соответственно, Вт/(м2·К); 
∆T  – разность температур 
между температурой стенки 
и температурой сублимации 
диоксида углерода, приня-
той 194,65 К.

При моделирование про-
цесса теплопроводности в од- 
нородной среде с фазовым 
переходом в программном 
комплексе COMSOL Multi- 
physics решается классиче-
ская система нестационарных 
дифференциальных уравне-
ний теплопроводности, до-
полненная зависимостями фи- 
зических свойств моделируемого твер-
дого тела как функции от фазового 
состояния в данной точки при данной 
температуре (3):
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где ρ – плотность, кг/м3; Cp – тепло-
емкость при постоянном давлении,  
Дж/(кг·К); T – температура, К; t – вре- 
мя, с; u – скорость движения среды, м/с, 
в  исследуемой задачи равна нулю;  
k – теплопроводность среды, Вт/(м·К); 
Q  – теплоприток от различных внут- 
ренних источников теплоты, Вт; θ – со-
отношение фаз при данной температу-
ре; am – массовая отношение между 
фазами; L – скрытая теплота фазового 
перехода, Дж/кг. Индексы phase1 и 

phase2 показывают к какой фазе отно-
сятся свойства, к мерзлому грунту или 
талому, соответственно.

При моделирование одиночной за-
мораживающей колонки, наиболее ра-
циональным можно считать решение 
осесимметричной задачи. Программ-
ный комплекс позволяет моделиро-
вать, как двухмерные задачи, в случаи 
если тепловые потоки в вертикальном 
направление существенны, или необхо-
димо учесть наличие тепловых возму-
щений (поверхностное тепло, градиент 
температуры по глубине и т.д.) так и 
одномерные задачи, когда изменение 
температуры происходит только в го-
ризонтальной плоскости.

Расчетная модель, представленная 
на рис. 3 представляет собой беско-
нечный толстостенный цилиндры с вну-
тренним диаметром 0,1 или 0,219 м и 
внешним диаметром 3 м. Нами моде-
лировалось тепловое поле в массиве 
грунта, без учета теплопроводности в 
стенки колонки. На внутренней стен-
ке цилиндра задавался граничное ус-
ловие фиксированного теплового по-
тока, в виде функции (4). На внешней 
стенки задавалось граничное условие 
отсутствия притока тепла.

-n ∙ (-k∇T) = α ∙ (Text – T), (4)

Рис. 3. Расчетная схема математической модели
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туры внутренней стенки ци-
линдра; Text  – температура 
окружающей среды, при-
нята -78,5 °С = 194,65 К; 
n  – вектор направленный 
по нормали к внутренней 
поверхности цилиндра.

Результаты математиче- 
ского и лабораторного ис-
следования для трех случа-
ев представлен на рис.  4. 
Рассматривались два диа-
метра колонок, при этом при 
диаметре колонки 0,1  м 
было выполнено два опы-
та, с начальной температу-
рой породы 10 °С и 20 °С. 

Как видно из представ-
ленного графика результаты 
математического моделиро-
вания совпали с результата-

ми экспериментального исследования 
на большей части рассматриваемого 
промежутка времени. Наибольшее рас-
хождение наблюдается в начальный 
период, однако, затем, с  ростом ле-
допородного ограждения происходит 
перераспределение температур в ог- 
раждении, и процесс его образования 
становиться аналогичным.

На рис. 5 показаны графики срав-
нения зависимости теплового потока 
к замораживающей колонки от толщи-
ны ограждения. 

Как видно из данного графика,  
наблюдается значительное совпадения  
результатов. При этом стоит отме-
тить, что с учетом совпадения тепло-
вых потоков, как функции от толщины 
ограждения, не наблюдается совпаде-
ние тепловых потоков как функции от 
времени (по крайней мере в первые 
60–80 часов). По нашему мнению дан-
ное обстоятельство может быть объяс-
нено как недостаточно точным опре-
делением физических свойств матери-
ала, так и, отсутствием их зависимости 
от температуры. Так же, расхождение 
в полученных данных может происхо-

Рис. 4. Сравнение результатов лабораторного экс-
перимента (Л.Э.) и математического моделирования 
(М.М.) процесса искусственного замораживания 
грунтов твердым диоксидом углерода

Рис. 5. Графики зависимости теплового 
потока к колонке, от толщины ограж-
дения по результатам лабораторного 
эксперимента (Л.Э.) и математического 
(М.М.) моделирования

где α  – коэффициент теплоотдачи 
определяемый по уравнениям (2.1) 
или (2.2) как функция от T – темпера-
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дить в результате численного решения 
дифференциальных уравнений, выз- 
ванных недостаточно малым шагом ре-
шения по времени, и геометрическим 
размером ячеек сетки конечных эле-
ментов.

Зная тепловой поток к заморажи-
вающей колонке, можно определить 
расход диоксида углерода в единицу 
времени, по формуле:

q
C

R
= , (5)

где C – расход диоксида углерода, кг/с; 
q  – тепловой поток к замораживаю-
щей колонке, Вт; R – теплота сублима-
ции диоксида углерода, принимаемая 
574 кДж/кг.

На основании представленных дан-
ных можно считать доказанным, воз-
можность моделирования одиночной 
замораживающей колонки представ-
ленным образом. 

В работе [6] так же представлены 
результаты замораживания грунтов 
группой замораживающих колонок. 

При моделирования работы груп-
пы колонок наиболее рациональным 
является решать двухмерную задачу, 
в  плоскости перпендикулярной оси 
колонок. Решение такой задачи так 
же является встроенным 
в программный комплекс 
COMSOL Multiphysics. Рас-
четная схема представлена 
на рис.  6. На границах 
(Позиция  1 рис.  6) зада-
вались граничные условия 
симметрии. Коэффициент 
теплоотдачи в колонке мо-
делировался аналогично 
описанному для одиночной 
замораживающей колон-
кой.

Результаты моделиро-
вания представлены на 
рис. 7. Сравнение экспери- 
ментальных данных и по- 
лученных в результате ма-

тематическое моделирования показа-
но на графике на рис. 8.

Как видно из графика, толщина 
ограждения, при математическом мо-
делировании, в  главной плоскости 
возрастает с практически такой же 
скоростью, как и в лабораторном экс-
перименте. Это согласуется с резуль-
татами, полученными при моделиро-
вании одиночной колонки. Однако 
результаты для замковой плоскости  – 
различны. В тексте работы [6] отмеча-
ется, что образование ледопородного 
ограждения вокруг колонки в группе 
происходит в форме эллипса с эксцен-
триситетом равным 0,5–0,7. Таким об-
разом, смыкание соседних цилиндров 
происходит уже на 30 час после нача-
ла замораживания. Однако, как видно 
из рис. 7, в результате математическо-
го моделирования, эксцентриситет не 
превышал 0,9, в  результате чего, их 
смыкания произошло только на 54 час.

В дальнейшем, с  ростом огражде-
ния, по результатам лабораторного 
эксперимента, было отмечено вырав-
нивание фронта образования ограж-
дения в главной и замковых плоско-
стях к 90  часу. При математическом 
моделировании, такого выравнивания 
не произошло и к 140  часу. Однако 

Рис. 6. Расчетная схема к математическому моделиро-
ванию работы группы колонок
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стоит отметить, что на 90 час, в мате-
матическом моделировании, разница 
между толщиной в главной плоскости 
и толщиной в замковой плоскости не 
превысила 20%, то есть, с определен-
ной точностью, можно считать данный 
результат близким к выравниванию 
фронта, наблюдаемым в лаборатор-
ном эксперименте.

Таким образом, можно с уверенно-
стью говорить, что несмотря на рас-
хождения в формирование огражде-
ния до смыкания, после достижения 
толщиной ограждения, в замковой пло-
скости, значения равного 80% от тол-
щины в главной плоскости, дальнейшее 
развитие ледопородного ограждения 

происходит в полном соответствии с 
зависимостями, наблюдаемыми в ре-
зультате моделирования на физиче-
ских моделях.

Значение тепловых потоков к за-
мораживающим колонкам в достаточ-
ной степени совпали с эксперимен-
тальными данными.

Таким образом, можно утверждать, 
что представленный метод моделиро-
вания процесса искусственного замо-
раживания грунтов с использованием 
твердого диоксида углерода с доста-
точной точностью описывает данный 
процесс и позволяет предсказывать как 
время активного замораживания, так 
и расход твердого диоксида углерода.

Рис. 7. Результаты моделирования процесса замораживания грунтов с использова-
нием твердого диоксида углерода
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Применение данного метода по-
зволяет решать широкий круг задач по 
моделированию процесса искусствен-
ного замораживания грунта в любых 

Рис. 8. Сравнение данных лабораторного эксперимента (Л.Э.) и математического 
(М.М.) толщины ограждения в главной плоскости (ГП) и в замковой плоскости (ЗП) 
при замораживания грунтов группой колонок
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ледопородного ограждении, при этом 
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точников тепла.
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This article presents a method of mathematical modeling artificial ground freezing process in software 
package COMSOL Multiphysics. According to the results of laboratory research were obtained the dependen-
cies of heat flow to freezing column filled with solid carbon dioxide. This data dependencies was included in 
the mathematical model, as result it allowed accurately predict the results of experiments for single freeze pipe 
and a group of freeze pipes. Based on this, we suggest that this method may be used in the design of artificial 
ground freezing. Mathematical modeling allows designer to define all the necessary parameters of freezing: 
freeze time; consumption of solid carbon dioxide; total amount of carbon dioxide;, the shape of icewall with 
possible influence of heat sources (heating system, pipes, etc.). Thus, the presented method opens up op-
portunities for designers to expand the practice of introducing new solid carbon dioxide freezing methods.

Key words: artificial ground freezing; solid carbon dioxide; dry ice; ground improvement; mathematical 
modeling.
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