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Основной задачей механики вибрационных мельниц является опреде-
ление взаимодействия загрузки с корпусом и мощности, сообщаемой 

загрузке при заданных частоте и амплитуде колебаний помольной камеры. 
Решение задачи производится при допущении того, что механические харак-
теристики загрузки описываются линейными функциями. Это позволяет пред-
ставить движение загрузки как совокупность взаимонезависимых одномерных 
колебаний. Предполагается также, что при сухом помоле загрузка в целом 
представляет собой абсолютно вязкое тело, не обладающее упругостью. 

Особенностью конструкции рассматриваемой вибромельницы является 
несимметричное расположение вибровозбудителя относительно оси помоль-
ной камеры (рис. 1, а). В результате такой компоновки помольная камера со-
вершает помимо круговых колебаний еще и направленные малые линейные 
перемещения в плоскости перпендикулярной продольной оси помольной ка-
меры. Свяжем неподвижную систему координат x1, y1, z1 с продольной осью 
помольной камеры, находящейся в состоянии покоя, а подвижную систему ко-
ординат x, y, z с продольной осью помольной камеры, находящейся в движе-
нии во время работы мельницы. При этом помольная камера будет совершать 
плоско-параллельное движение односительно плоскости, перпендикулярной 
продольной оси помольной камеры. Данную плоскость в механике принято 
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называть направляющей. Движение мелющей загрузки задается векторным 
способом. Подобный подход к описанию движения мелющей загрузки исполь-
зовали авторы в работах [1] и [2]. Однако в этих работах не был проведен 
динамический анализ процесса взаимодействия мелющей загрузки со стенками 
помольной камеры и, кроме того, в математических моделях не были учтены 
силовые параметры, влияющие на интенсивность напряжений в отдельных уз-
лах конструкции. Существует и еще одно важное отличие рассматриваемой 
модели от исследований, проведенных в работах [1] и [2]. Обычно при симме-
тричном расположении вибровозбудителя помольная камера вибромельницы 
совершает поступательное движение по круговой траектории, где радиусом 
траектории является расстояние C1C между центрами окружностей помоль-
ной камеры при ее движении и статическом положении. Но в связи с тем, что 
вибровозбудитель данной мельницы расположен несимметрично относитель-
но оси помольной камеры, к поступательному движению камеры добавляется 
вращательное (знакопеременное) движение, характеризуемое угловой коорди-
натой θ, относительно ее оси (рис. 1, б). Таким образом, помольная камера 
совершает полноценное плоское движение.

Тогда движение центра масс помольной камеры относительно начала не-
подвижной системы координат будет описываться следующими выражениями:
Xc = C1C · cos(ωet)

Yc = C1C · sin(ωet)	 (1)
где C1C – модуль соответстующего вектора; ωe  – угловая скорость вращения 
вектора 

1Ñ Ñ


.
Положение движущегося центра масс помольной камеры C соответству-

ет угловому положению дебаланса вибровозбудителя, изображенного на 
рис. 1, а). Поэтому отрезки C1C и EK параллельны.

Анализ расчетной схемы, изображенной на рис.  1,  б), свидетельствует о 
том, что центр масс загрузки совершает сложное движение. При этом дви-
жение центра масс загрузки относительно подвижного центра масс камеры 
(точки O относительно точки C) будет относительным, движение подвижного 
центра масс камеры относительно неподвижного (точки C относительно точ-
ки C1) будет переносным и движение центра масс загрузки относительно не-
подвижной системы координат (точки O относительно точки C1) – абсолютным. 

Рис. 1. Cхема векторного способа задания движения мелющей загрузки вибраци-
онной мельницы (а); кинематический портрет мелющей загрузки (б)
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Таким образом обоснованно можно рассматривать сложное движение центра 
масс загрузки, которое задается векторным способом.

Уравнение вращательного (абсолютного) движения центра масс помольной 
камеры относительно начала неподвижной системы координат запишется в 
следующем виде:

α = α(t),	 (2)

где edtα = ω∫  – абсолютная угловая координата центра масс камеры, движу-
щейся по круговой траектории.

α = ϕ + θ, 	 (3)

где ϕ – переносная угловая координата центра масс камеры, движущейся по 
круговой траектории; θ – относительная угловая координата центра масс каме-
ры, движущейся по круговой траектории.

Радиус-вектор центра масс загрузки определится из следующего выражения:

1 1Ñ Î Ñ Ñ r= +
 



	 (4)
Продифференцируем формулу (4) по времени. Следует отметить, что, так 

как вектор r


 проведен не из начала неподвижной системы координат, то при 
его дифференцировании необходимо использовать формулу Бура [3]. Отсюда 
имеем:

1 1( ) ( )d C O d C C dr
dt dt dt

= +






	 (5)

или 

' '
O C e C e OC C OC

dr
v v r v r v v v

dt
= + + ω × = + ω × + = +





 

       

, 	 (6)

где r ÎÑ

dr
r v

dt
= ω × =





 



 – скорость относительного движения точки O в подвиж-

ной системе координат.
При этом:

'
C eÑ ev r v v+ ω × = =

  

 

 – 	 (7)
переносная скорость точки O.

1C ev C C= ω ⋅


;  	 (8)

sinOC rv r= ω ⋅ ⋅ γ
 



, 	 (9)

где r

d
dt
ψ

ω =  – модуль относительной угловой скорости движения радиуса век-

тора r


; γ – угол между векторами rω


 и r


; ψ – относительная угловая коорди-
ната вращения радиуса-вектора r



 относительно подвижной системы координат.

Направление вектора rω


 найдем по правилу правового винта и устано-
вим, что этот вектор перпендикулярен плоскости чертежа и направлен «от 
нас». Следовательно, вектора rω



 и r


 перпендикулярны. Отсюда следует, что 
sinγ = 1. Поэтому 



384

OC rv r= ω ⋅ 	 (10)

Продифференцируем формулу (6) по времени:
' ( )O C OC edv dv dv d r

dt dt dt dt

ω ×
= + +



   

	 (11)
Следует отметить, что, так как вектора OCv



 и r


 проведены из начала под-
вижной системы координат, то при их дифференцировании необходимо ис-
пользовать формулу Бура [3]. Отсюда имеем:

( )

( )

(

OC e OC
O C e OC e C

e
OCe OC e e C e OC

OCr e OC e e C

e e

dv d dvdr
a a v r a

dt dt dt dt

d dr
v r r a a v

dt dt

r v r a a r

ω
′ ′= + + ω × + × + ω × = + +

ω
′ω × + × + ω × + ω × = + + ω × +

′+ε × + ω × + ω × ω × = + + ε × +

+ω × ω ×



 

 

  

  







     

   

    

  

 



) K C OC K e r Kr a a a a a a a+ = + + = + +
     

, 	 (12)

где 2ê e OCà v= ω ×
 



 – ускорение Кориолиса. 	 (13)

Здесь 
( ) Ñ åC e e ea r r a a′ + ε × + ω × ω × = =

    

 

 – переносное ускорение точки O.

( ) Ñ åC e e ea r r a a′ + ε × + ω × ω × = =
    

 

, 	 (14)
Т.к. при установившемся движении constω =



 и e oε =


, то выражение (14) 
примет вид:

n
C Ce Ca v a= ω × =
   

, 	 (15)

где 
n
Ca


 – нормальное ускорение точки C. 
Соответственно это ускорение направлено к центру абсолютного враще-

ния, т.е. к точке C1.
0sin ; 90C e Ca v= ω ⋅ β β =

 



 , поэтому 

C e Ca v= ω ⋅
 



. 	 (16)

OC
OC

dv
a

dt
=






. 	 (17)

Вектор OCa


 является относительным ускорением точки O – центра масс за-
грузки относительно начала подвижной системы координат – точки C. 

n
OCÎÑ ÎÑa a a

τ
= +

  

	 (18)
n
ÎÑ r ra v= ω ×
  

	 (19)
2n

ÎÑ ra OC= ω ⋅


	 (20)

ÎÑ ra OC
τ

= ε ×
  

	 (21)

OC ra OC
τ

= ε ⋅


	 (22)
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Т.к. 
r oε =


, то вектор 0r ÎÑε × =
 

 (по физическому смыслу он эквивалентен 
тангенциальному ускорению центра масс загрузки  O при его вращательном 
движении вокруг точки C). 

Модуль вектора ускорения Кориолиса êa  равен:

2 sinê OCea v= ω × ⋅ υ
 

	 (23)
Очевидно, что sinυ = 1. Тогда

2ê OCea v= ω ⋅
 

	 (24)
Выражение (12) позволяет определять направление вектора абсолютного 

ускорения центра масс мелющей загрузки в любой момент времени.
Для определения модуля абсолютного ускорения центра масс мелющей за-

грузки спроектируем слагаемые из формулы (12) на оси η и ξ:

cos n
C OC Ka a a aξ = − δ + + 	 (25)

sinCa aη = δ 	 (26)

Абсолютное ускорение центра масс O мелющей загрузки найдем из следу-
ющего выражения:

2 2
a Oa a a aξ η= = + 	 (27)

Таким образом, составлен кинематический портрет вибрационной мельни-
цы, позволяющий перейти к силовому анализу процессов взаимодействия ме-
лющей загрузки с корпусом вибрационной мельницы и определить нагрузки, 
действующие на подшипниковые узлы. 

Для определения усилий, действующих на подшипниковые узлы в точке E, 
применим метод кинетостатики, или принцип Даламбера. Покажем действую-
щие на вибрационную мельницу активные силы, реакции связи и добавим силы 
инерции рис. 2, а). Тогда согласно принципу Даламбера сумма этих сил будет 
равна нулю:

F G G G G Y X F F F F+ + + + + + + + + + =1 2 3 0
óïð è è è è

E E ä å r ê

������ �� ��� ���� �� ��� �� �� �� ��
, 	 (28)

где 
óïð

F


,  – сила упругости пружин; 
1 2 3, , ,G G G G

   

  – силы тяжести соответ-
ственно мелющей загрузки, подвижной части конструкции мельницы, вибро-

Рис. 2. Динамический портрет вибрационной мельницы (а); к определению сум-
марной силы упругости пружин (б)
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возбудителя и дебалансов; ,E EY X
 

 – опорные реакции подшипниковых узлов; 
, , ,

è è è è
ä å r êF F F F
   

 – силы инерции соответственно дебалансного вала, переносная, 
относительная и Кориолисова мелющей загрузки.
óïð
F êy= −
��

, 	 (29)
где y  – вектор перемещения точки крепления пружины к корпусу по оси y; 
к – коэффициент жесткости пружины.

Из рис. 2, а видно, что

1 siny C C= ϕ 	 (30)
Тогда:

1 sinóïðF êy êÑ Ñ= = ϕ	 (31)

Кроме того,

3

è
ä KF m a= −
 

	 (32)
2

3
è
ä åF m ÊÅ= ω ⋅ 	 (33)
è
å åF ma= −
 

	 (34)
2

1
è

å å åF ma m C C= = ω ⋅ 	 (35)
è
r rF ma= −
 

	 (36)
2è

r rF m OC= ω ⋅ 	 (37)
è
ê êF ma= −
 

	 (38)
2è

ê å rF m r= ω ω 	 (39)

Для нахождения реакций подшипниковых опор EY


и EX


 спроецируем вы-
ражение (28) на оси x1 и y1:

cos cos ( ) ( ) 0è è è è
E ä å r êX F F F ños F ños+ ϕ + ϕ − δ − ϕ − δ − ϕ = 	 (40) 

1 2 3 sin

sin sin( ) sin( ) 0

óïð è
E E ä

è è è
å r ê

Y G G G G Y F F

F F F

− − − − + + − ϕ −

− ϕ − δ − ϕ − δ − ϕ = ; 	 (41)
или, подставив в (40) и (41) выражения (31), (33), (35), (37), (39), получим:

2 2
3 1

2

cos cos

( ) 2 ( ) 0
E å å

r å r

X m ÊÅ m C C

m OC ños m r ños

= − ω ⋅ ϕ − ω ⋅ ⋅ ϕ +

ω ⋅ ⋅ δ − ϕ + ω ω ⋅ δ − ϕ = 	 (42)
2

1 2 3 1 3

2 2
1

sin sin

sin sin( ) 2 sin( ) 0
E å

å r å r

Y mg m g m g m g êÑ Ñ m ÊÅ

m C C m OC m r

= + + + − ϕ + ω ⋅ ϕ +

+ ω ⋅ ϕ + ω ⋅ δ − ϕ + ω ω δ − ϕ = 	 (43)
Результирующая реакция подшипниковых опор находим по формуле:

2 2
E E ER X Y= + 	 (44)
Таким образом, определены выражения для нахождения усилий, действую-

щих на подшипниковые опоры вибрационной мельницы. 
Для нахождения величины суммарной силы упругости пружин составим 

уравнение моментов всех сил относительно точки E. Точка E в рассматривае-
мой систетеме сил является так называемой «точкой Риттера»: через эту точку 
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проходит наибольшее число линий действия неизвестных в данной системе сил 
( EY


 и EX


). Предварительно воспользуемся теоремой Вариньона и разложим

силы , ,
è è è
å r êF F F
  

 на составляющие, параллельные осям x1 и y1 (рис. 2, б). Вы-
ражения для проекций этих сил будут иметь вид: 

cosè è
åx åF F= ⋅ ϕ ; 	 (45)

sinè è
åy åF F= ⋅ ϕ ; 	 (46)

( )è è
rx rF F ños= δ − ϕ ; 	 (47)

sin( )è è
ry rF F= δ − ϕ ; 	 (48)

( )è è
êx êF F ños= δ − ϕ ; 	 (49)

sin( )è è
êy êF F= δ − ϕ . 	 (50)

Уравнение моментов с учетом (45)–(50) будет иметь вид:

1

1 3

( )
2

cos 0
2

óïðn
è è

O åx åy

è è è è
rx ry êx êy

óïð

F
M F QE F OD F DE

G DE F OD F DE F OD F DE

F
G LE HE G KE

ϑ

ϑ=

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ ϕ =

∑
��

, 	 (51)
где 

11 yOD C O= ; 	 (52)

1 1cosDE JE C C C D= + ⋅ ϕ + ; 	 (53)
где 

11 1 xC D C O= . 	 (54)
Для нахождения 

11 óÑ O  и 
11 xÑ O  спроецируем выражение (4) на оси x1 и y1. 

На ось x1:

11 1 cos cos( )xÑ O C C CO= ⋅ ϕ − ⋅ δ − ϕ . 	 (55)
На ось y1:

11 1 sin cos( )yÑ O C C CO= − ⋅ ϕ − ⋅ δ − ϕ . 	 (56)

С учетом (55) и (56) выражения (52) и (53) будут иметь вид:

1 sin cos( )OD C C CO= − ⋅ ϕ − ⋅ δ − ϕ ; 	 (57)

1 1cos cos cos( )DE JE C C C C CO= + ⋅ ϕ + ⋅ ϕ − ⋅ δ − ϕ . 	 (58)
Из (51) находим выражение для суммарной силы упругости пружин:

1 3

2 2 2 2

2 2 2 2 2 cos

è è è
åx åy rxóïð

è è è
ry êx êy

F OD F DE G DE F OD
F

QE HE

F DE F OD F DE G LE G KE

QE HE

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅
= +

+

⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ϕ
+

+ 	 (59)
Суммарный коэффициент жесткости пружин найдем из (59), подставив 

вместо Fупр ее выражение из (31):
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1 3

1

2 2 2 2

( ) sin

2 2 2 2 2 cos

( ) sin

è è è
åx åy rx

è è è
ry êx êy

F OD F DE G DE F OD
ê

QE HE Ñ Ñ

F DE F OD F DE G LE G KE

QE HE Ñ Ñ

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅
= +

+ ⋅ ϕ

⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ϕ
+

+ ⋅ ϕ 	 (60)

Таким образом, выражение (60) позволяет определять рациональные значе-
ния коэффициентов жесткости пружин, при которых обеспечиваются мини-
мальные нагрузки на подшипниковые узлы вибрационной мельницы, что повы-
шает долговечность ее конструкции.


