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При проведении подземных горных работ воздействие техногенных про-
цессов приводит к нелинейному деформированию горных пород, что 

необходимо учитывать при исследовании методами математического моделиро-
вания геомеханического состояния углепородного массива. Решение этой зада-
чи позволит получить более приближенную к реальным условиям горного про-
изводства информацию о геомеханическом состоянии области исследования по 
сравнению с упругой моделью, что обеспечит повышение надежности прогноза 
предаварийных ситуаций при подземной отработке угольных пластов [1].

Математическая модель, предложенная авторами, отличается от известных 
тем, что позволяет учитывать нелинейное деформирование горных пород при 
переходе их из упругого в упругопластическое и запредельное состояния. Для 
этого используются диаграммы «напряжения деформации», полученные по ре-
зультатам испытаний на одноосное сжатие и растяжение разных видов пород: 
угля, аргиллитов, алевролитов и песчаников. 

Система уравнений для решения нелинейной задачи теории пластичности в 
перемещениях имеет вид [2]:
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где (u, v, w) – компоненты вектора перемещений, ( ), ,x y zF F F F=


 – вектор объ-
емных сил, λ(ψ) и µ(ψ) – параметры Ламе. 

Функция Ψ отражает зависимость обобщенных напряжений от обобщенных 
деформаций и определяется следующим образом [2]:
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( ), , , , ,x y z xy yz zxε ε ε γ γ γ  – компоненты тензора деформаций,

( ), , , , ,x y z xy yz zxσ σ σ τ τ τ  – компоненты тензора напряжений.
Для решения нелинейной системы уравнений применяется итерационный 

метод И.А. Биргера, который предусматривает пересчет секущего модуля де-
формации и коэффициента Пуассона согласно зависимостям [2]:
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где Е – модуль упругости, ν – коэффициент Пуассона, E*, ν* – переменные па-
раметры упругости.

При решении нелинейной задачи теории пластичности, как итерацион-
ной последовательности решения линейных задач [2], в первом приближении 
функция Ψ принимается равной 1/2µ. Так как функция Ψ характеризует раз-
упрочнение горных пород, то на каждой последующей итерации вместо моду-
ля упругости Е0 вычисляется секущий модуль деформации Еi (рис. 1).

После решения системы (1), по вычисленным на первой итерации величи-
нам обобщенных упругих деформаций, определяются значения функции Ψ по 
формуле (2), в которой напряжения соответствуют вычисленным деформациям 
согласно заданной диаграмме деформирования. В соответствии с зависимостя-
ми (3) на каждой итерации пересчитываются секущий модуль деформации и 
коэффициент Пуассона. Итерационный процесс повторяется до тех пор, пока 
величины напряжений не будут отличаться от вычисленных на предыдущей 
итерации на малую, заданную величину.

Частный случай математической модели для решения двумерной задачи при 
условии плоского деформирования определяется системой уравнений в пере-
мещениях:
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При решении двумер-
ной задачи зависимость 
между напряжениями и де-
формациями на диаграмме 
деформирования принима-
ется в виде:

2( )a b c
ε

σ =
⋅ ε + ⋅ ε + , (5)

где коэффициенты a, b и с 
определяются согласно эм-
пирическим зависимостям:

Рис. 1. Схематизированная диаграмма «напряже-
ния – деформации» 
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где σ* – предел прочности пород при сжатии или растяжении, ε* – предельные 
сжимающие или растягивающие деформации, n – эмпирический коэффициент.

Для каждого вида пород и угля задаются диаграммы деформирования при 
растяжении или сжатии породы. На рис. 2, в качестве примера, представлены 
диаграммы деформирования при растяжении и сжатии песчаника.

Выбор диаграммы осуществляется согласно условиям (знак минус соответ-
ствует сжатию):
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где σx, σy – величины горизонтальных и вертикальных напряжений соответ-
ственно.

Пересчет секущего модуля деформации и коэффициента Пуассона прово-
дится согласно зависимостям (3).

Разработанная математическая модель реализована в комплексе проблем-
но-ориентированных программ NDSolver [5] и применена для оценки геоме-
ханического состояния углепородного массива в зоне влияния длинного ком-
плексно-механизированного очистного забоя при отработке пласта 22 шахты 
«Юбилейная» Кузбасса. 

Пласт 22 залегает в условиях Байдаевского угольного месторождения Куз-
басса на глубине 120–130 м. Вынимаемая мощность пласта 1,25–1,40 м. Вме-
щающие породы представлены переслаиванием аргиллитов, алевролитов и 
песчаников. Предел прочности угля при сжатии 11 МПа, вмещающих пород 
25–80 МПа. Угол падения пласта в пределах выемочного участка 0–15°. Длина 
лавы 152 м. В подрабатываемой толще залегают угольные пласты нерабочей 
мощности 21, 20, 19. Отработка пласта 22 в пределах выемочного столба 
осуществлялась от монтажной камеры в сторону бремсберга с использованием 
механизированной крепи. Скорость подвигания забоя составляла 2–3 м/сутки. 

Рис. 2. Диаграммы деформирования при растяжении и сжатии песчаника
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Для проведения натурных исследований на земной поверхности были заложе-
ны три наблюдательных станции: одна вдоль выемочного участка в среднем се-
чении лавы и две по падению пласта (рис. 3). Для определения смещений пород 
подрабатываемой толщи были пробурены три скважины, в которых были уста-
новлены глубинные реперы. В процессе натурного эксперимента определялись 
оседания и горизонтальные сдвижения каждого репера. Полученные результаты 
использовались для оценки адекватности разработанной математической моде-
ли нелинейного деформирования горных пород посредством сопоставления ре-
зультатов численного моделирования с экспериментальными данными.

Численное моделирование на основе метода конечных элементов осущест-
влялось с использованием разработанного комплекса проблемно-ориентиро-
ванных программ. 

Расчетная схема массива 
горных пород (рис. 4) пред-
ставляет собой вертикаль-
ное сечение углепородной 
толщи вдоль оси выемоч-
ного столба (линия 1–9 на 
рис. 3) в виде области пря-
моугольной формы длиной 
по простиранию 400 м и 
глубиной 200 м. Вмеща-
ющая толща на глубине 
123 м включает отрабаты-
ваемый пласт угля мощно-
стью 1,40 м. 

В процессе моделиро-
вания имитировалось дви-
жение очистного забоя от 
монтажной камеры (точ-
ка B1 на рис. 4) в сторону 
бремсберга (точки B2, B3, 
B4 на рис. 4). В каждом ко-
нечном элементе расчетной 
схемы вычислялись дефор-
мации, напряжения, гори-
зонтальные и вертикальные 
перемещения. Для оценки 
вычисленных величин вер-
тикальных перемещений, 
проводилось их сравнения 
с данными натурных изме-
рений, полученных в устье 
скважины ¹ 1 (рис. 3). 
Положение скважины со-
ответствует Х = 215 м на 
рис. 4.

Результаты численного 
моделирования приведены 

Рис. 3. Схема расположения реперов наблюдатель-
ной станции на земной поверхности, подрабатыва-
емой длинным очистным забоем (пласт 22, шахта 
«Юбилейная», Кузбасс)

Рис. 4. Расчетная область углепородного массива
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на рис. 5. С целью наглядности на рис. 5 совмещены три графика вертикаль-
ных перемещений, полученные по результатам решения упругой и нелиней-
ной задач. Для оценки адекватности результатов моделирования, совместно 
с результатами вычислительных экспериментов, на рис. 5 приведен график, 
построенный по экспериментальным данным. 

Согласно результатам численного моделирования с учетом пластических 
свойств горных пород (длинный пунктир) при увеличении длины выработки на-
блюдается неравномерное возрастание оседаний земной поверхности. При от-
ходе очистного забоя от монтажной камеры на 45 м оседание земной поверх-
ности незначительные и составляют 12 мм. При увеличении длины очистного 
выработанного пространства до 85 м вплоть до скважины (точка B3) приводит 
к оседаниям до 50 мм. После прохождения следующих 60 м наблюдается су-
щественное увеличение оседаний в несколько раз, которые достигли 499 мм.

Результаты моделирования, полученные в результате решения упругой за-
дачи (короткий пунктир), качественно соответствуют экспериментальным из-
мерениям. При решении нелинейной задачи отклонения между вычисленными 
(длинный пунктир) и измеренными (сплошная линия) оседаниями земной по-
верхности существенно уменьшаются. Среднеквадратическое отклонение ре-
зультатов математического моделирования от экспериментальных данных для 
пластичного решения, по сравнению с упругим, уменьшилось на 43,9%.

Выводы
Адаптирована к условиям подземной угледобычи нелинейная математиче-

ская модель геомеханического состояния слоистого геомассива, в определяю-
щих соотношениях которой учитываются пластические свойства горных пород.

Проведено сравнение и установлена согласованность результатов числен-
ного решения нелинейной задачи с натурными данными.

Рекомендуется использовать разработанный вариант нелинейной модели 
деформирования горных пород для прогноза сдвижений земной поверхности 
при отработке пологих угольных пластов подземным способом. 

Рис. 5. Графики вертикальных перемещений, мм 
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