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Ê ÂÎÏÐÎÑÓ ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÈßÕ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÔÐÀÊÒÀËÎÂ 

Ïîñâÿùåíà àëãåáðàè÷åñêèì ôðàêòàëàì è èõ îáîáùåíèÿì íà ïëîñêîñòè äåéñòâè-
òåëüíîé, êîìïëåêñíîé è äâîéíîé ïåðåìåííîé. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôðàêòàëû, ìíîæåñòâî ìàíäåëüáðîòà, ìíîæåñòâî æþëèà, óñëîâèÿ 
êîøè-ðèìàíà. 

 

 
 

ðàêòàëû — ãåîìåòðè÷åñêèå 
îáúåêòû ñ äðîáíîé ðàçìåð-

íîñòüþ. Ôðàêòàë ïðîèñõîäèò îò ëà-
òèíñêîãî ïðèëàãàòåëüíîãî «fractus», è 
â ïåðåâîäå îçíà÷àåò ñîñòîÿùèé èç 
ôðàãìåíòîâ, à ñîîòâåòñòâóþùèé ëà-
òèíñêèé ãëàãîë «frangere» îçíà÷àåò 
ðàçáèâàòü, òî åñòü ñîçäàâàòü íåïðà-
âèëüíûå ôðàãìåíòû.  Ïèîíåðîì â 
ýòîé îáëàñòè ïîçíàíèÿ áûë ôðàíêî-
àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê, ïðîôåññîð 
Áåíóà Á. Ìàíäåëüáðîò. Â ñåðåäèíå 
1960-õ èì ðàçðàáîòàíà ôðàêòàëüíàÿ 
ãåîìåòðèÿ, öåëüþ êîòîðîé áûë àíà-
ëèç ëîìàíûõ è íå÷åòêèõ ôîðì [1, 2]. 
Ìàíäåëüáðîò íà îñíîâå òåîðèè 
ôðàêòàëîâ â ÷àñòíîñòè ïðåäñêàçàë 
èçìåíåíèå öåí íà øåðñòü è îïðåäå-
ëèë, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü 
áåðåãîâîé ëèíèè Àíãëèè ñîñòàâëÿåò 
1,25. 

Ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå è ãåî-
ìåòðè÷åñêèå ôðàêòàëû. Ãåîìåòðè÷å-
ñêèå ôðàêòàëû ïîëó÷àþò ïóòåì èòå-
ðàòèâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü òàêèå 
èçâåñòíûå ôðàêòàëû êàê ñíåæèíêà 
Êîõà è ñàëôåòêà Ñåðïèíñêîãî. Îñî-
áåííûé èíòåðåñ ó ìàòåìàòèêîâ âûçû-
âàþò àëãåáðàè÷åñêèå ôðàêòàëû, êî-
òîðûå ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ãèïåðêîì-
ïëåêñíûõ ñèñòåì. 

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà — ðàñøèðåíèå 
ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíî êàê ñóììà x + iy, ãäå x è y — âå-
ùåñòâåííûå ÷èñëà, i — ìíèìàÿ åäè-
íèöà i2 = –1. Ïðèìåíåíèå êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò óäîáíî è êîì-
ïàêòíî ôîðìóëèðîâàòü ìíîãèå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïðèìåíÿåìûå â 
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå è â åñòåñò-
âåííûõ íàóêàõ — êâàíòîâîé ìåõàíè-
êå, ýëåêòðîòåõíèêå, ãèäðîäèíàìèêå, 
êàðòîãðàôèè, òåîðèè êîëåáàíèé è 
ìíîãèõ äðóãèõ. Â ýòîì ñîñòîèò îäíî-
âðåìåííî ìîùü è çàãàäêà êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë. 

Ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà è Æþ-
ëèà áûëè ïîëó÷åíû ïðè èçó÷åíèè íå-
ëèíåéíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî 
ïðîöåññà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ âèäà z=> 
z2+c â ðàìêàõ òåîðèè èòåðàöèé ðà-
öèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè. Äàííîå îòîáðàæåíèå 
áûëî èçó÷åíî â 1918—1919 ãã â ðà-
áîòàõ ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ãàñ-
òîíà Æþëèà è Ïüåðà Ôàòó. Ïîçæå 
Ìàíäåëüáðîò ïîñòðîèë ïåðâîå èçî-
áðàæåíèå ìíîæåñòâà ñ ïðèìåíåíèåì 
êîìïüþòåðà, ïîëó÷èâøåãî âïîñëåäñò-
âèè åãî èìÿ. 

Óñëîâèÿ Êîøè — Ðèìàíà (èëè óñ-
ëîâèÿ ä’Àëàìáåðà — Ýéëåðà) — óñëî-
âèÿ íà âåùåñòâåííóþ u = u(x,y) è 
ìíèìóþ v = v(x,y) ÷àñòè ôóíêöèè êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî 

 

Ô 
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îáåñïå÷èâàþùèå áåñêîíå÷íóþ íå-
ïðåðûâíóþ äèôôåðåíöèðóåìîñòü f(z) 
êàê ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåí-
íîãî. Óñëîâèÿ Êîøè — Ðèìàíà ñîñòî-
ÿò â òîì, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ 
w = f(z), îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé 
îáëàñòè D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, 
áûëà äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z0 = 
x0 + iy0 êàê ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî 
ïåðåìåííîãî z, íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû åё âåùåñòâåííàÿ è ìíè-
ìàÿ ÷àñòè u è v áûëè äèôôåðåíöè-
ðóåìû â òî÷êå (x0,y0) êàê ôóíêöèè 
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è y è 
÷òîáû, êðîìå òîãî, â ýòîé òî÷êå âû-
ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: 

         

Åñëè óñëîâèÿ Êîøè — Ðèìàíà âû-
ïîëíåíû, òî ïðîèçâîäíàÿ f'(z) ïðåä-
ñòàâèìà â ôîðìå: 

 

Èòàê, ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà 
— ýòî ôðàêòàë, îïðåäåëåííûé êàê 
ìíîæåñòâî òî÷åê íà êîìïëåêñíîé 
ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ èòåðàòèâíàÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü z(n+1)=z(n)2 + c 
íå óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Ìíî-
æåñòâî Ìàíäåëüáðîòà ñòðîèòñÿ ïó-
òåì ïåðåáîðà ïî ñ (åãî ìíèìîé Im(c) 
è äåéñòâèòåëüíîé Re(c) ÷àñòè) ïðè 
ôèêñèðîâàííîì z(0)=0. Ìíîæåñòâî 
Æþëèà, ñòðîèòñÿ ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ñ ïóòåì ïåðåáîðà ïî z(0) (ñì. 
ðèñ. 1). Ïðè ýòîì êàæäîìó êîì-
ïëåêñíîìó ñ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå 
ìíîæåñòâî Æþëèà. 

Íàðóøåíèå óñëîâèÿ Êîøè — Ðè-
ìàíà íà ìíîæåñòâàõ Ìàíäåëüáðîòà è 
Æþëèà çàêëþ÷àåòñÿ â óõîäå îò êîì-
ïëåêñíîé àíàëèòè÷íîñòè. Èäåÿ áûëà 
ïðåäëîæåíà Ïýêõåìîì â [3] è èññëå-
äîâàíà À. Òîïîðåíñêèì (ÃÀÈØ) â [4].  

 
 

 
Ðèñ. 1. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà (ñëå-
âà) è ìíîæåñòâî Æþëèà ïðè Re(c)=-0.6 
Im(c)=0.6 (ñïðàâà) 

 
Ïîòåðÿ àíàëèòè÷íîñòè ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü êëàññ ôðàêòàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ìíîæåñòâ Ìàíäåëüáðîòà è 
Æþëèà, ñâÿçàííûé ñ ââåäåíèåì êîì-
ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ÷ëåíîâ â èòå-
ðàöèîííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ 
ôðàêòàëîâ. Ïóòåøåñòâèå ïî äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îáðàçîâàííîé 
äåéñòâèòåëüíûìè âåñîâûìè êîýôôè-
öèåíòàìè äîïîëíèòåëüíî ââåäåííûõ 
ñëàãàåìûõ äåìîíñòðèðóåò ñèëüíóþ 
íåëèíåéíîñòü ïîëó÷åííûõ ôðàêòàëü-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Àâòîðîì äàí-
íîé ñòàòüè áûëè ñîçäàíû èçîáðàæå-
íèÿ (ðèñ. 2), ñîîòâåòñòâóþùèå îáó-
÷àþùèå êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû è 
âèäåî-ðîëèêè, à òàêæå èíòåðàêòèâíûå 
online ôðàêòàëüíûå èãðû. Ïîäðîáíåå 
ñì. íà ñàéòå neurocomp.ru. 
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Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà (ñëå-
âà) è ìíîæåñòâî Æþëèà ïðè Re(c)=-0.6 
Im(c)=0.6 (ñïðàâà) ñ íàðóøåíèåì óñëî-
âèÿ Êîøè — Ðèìàíà ââåäåíèåì â èòå-
ðàòèâíóþ ïðîöåäóðó êîìïëåêñíî ñî-
ïðÿæåííîãî ñëàãàåìîãî ñ âåñîâûì êî-
ýôôèöèåíòîì 0.6 

 
Â ñâîþ î÷åðåäü äâîéíûå (ïàðà-

êîìïëåêñíûå, ãèïåðáîëè÷åñêèå, ðàñ-
ùåïëÿåìûå êîìïëåêñíûå) ÷èñëà  — 
ýòî ÷èñëà âèäà a + jb, ãäå a è b — âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà è j2 = 1. Äâîéíûå 
÷èñëà îáðàçóþò äâóìåðíóþ àññîöèà-
òèâíî-êîììóòàòèâíóþ àëãåáðó íàä ïî-
ëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðà-
çîì, ó ìíîæåñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 
Ñ åñòü «äâîéíèê» — ãèïåðáîëè÷åñêèå 
÷èñëà Í2. Íå óãëóáëÿÿñü â òåîðèþ 
êîìïëåêñíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñò-
âà è ñâÿçàííûõ ñ íèì óíèòàðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [5], ìîæíî îòìåòèòü ÷òî âìå-
ñòî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè äâîéíûå 
÷èñëà çàäàþòñÿ ïñåâäîåâêëèäîâîé 

ïëîñêîñòüþ èëè äâóìåðíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì-âðåìåíåì. Â ðàáîòå [6] àâòîðû 
îòìå÷àþò, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü àë-
ãåáð Ñ è Í2 âî ìíîãîì ïðåäîïðåäå-
ëÿåò ðàçíîîáðàçèå ìíîæåñòâà àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïåðåìåííûõ, à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, 
æåñòêî ñâÿçàíû ñ ðàçíîîáðàçèåì 
ãðóïïû êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé. 

Ëþáîå äâîéíîå ÷èñëî ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíî êàê ñóììà αx + βy, ãäå x 
è y — âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Â òàêîì 
ïðåäñòàâëåíèè ñëîæåíèå è óìíîæå-
íèå ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîîðäèíàòíî. 
Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðà äâîéíûõ ÷è-
ñåë ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðÿìóþ 
ñóììó äâóõ ïîëåé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. 
Â îòëè÷èå îò ïîëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, 
àëãåáðà Í2 ñîäåðæèò äåëèòåëè íóëÿ, 
ïðè÷åì âñå îíè èìåþò âèä a=a ±aj.  
Åñëè âçÿòü α = (1 + j) / 2 è β = (1 − j) / 2, 
òî αβ = 0, α2 = α è β2 = β. 

Èññëåäóÿ ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà 
íà ïëîñêîñòè äâîéíûõ ÷èñåë, Â.À. 
Ïàí÷åëþãà (Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è 
ýêñïåðèìåíòàëüíîé áèîôèçèêè ÐÀÍ, 
Ïóùèíî) ïðîäåìîíñòðèðîâàë ôðàêòàëü-
íîñòü àíàëîãîâ ìíîæåñòâ Ìàíäåëüáðîòà, 
ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå èòåðàöèé 
êâàäðàòè÷íîãî îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñ- 

 

Ðèñ. 3 Ôðàêòàë íà H2 
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òâå Í2 è ïîñòðîèë ôðàêòàë íà ïëîñêî-
ñòè äâîéíîé ïåðåìåííîé (ðèñ. 3) 

Ôðàêòàëû íàõîäÿò âñё áîëüøåå 
ïðèìåíåíèå â íàóêå è òåõíèêå. ×àñòî 
îíè îïèñûâàþò ðåàëüíûé ìèð äàæå 
ëó÷øå, ÷åì äðóãèå ìåòîäû ôèçèêè èëè 

ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð ôðàêòàëû 
ïðèìåíÿþòñÿ â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è 
èíôîðìàöèè, îñíîâàííûõ íà ôðàê-
òàëüíîé ìàñêèðîâêå, â òåëåâèäåíèè, â 
ìåòîäàõ ñæàòèÿ èçîáðàæåíèé, íà 
ôîíäîâûõ ðûíêàõ. 
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Â Êðûìó çàâåðøèë ñâîþ ðàáîòó ІІ Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèé ñåìèíàð SVIT 
GIS-2012 «Èñïîëüçîâàíèå ãåîèíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû K-MINE â ðàçíûõ ñôåðàõ äåÿòåëü-
íîñòè» (www.kai.com.ua).  

Ñåìèíàð îáúåäèíèë íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, ýêîëîãîâ, ãîðíÿêîâ, ãåîëîãîâ, ìàðêøåéäåðîâ 
è äðóãèõ ñïåöèàëèñòîâ ñî âñåé Óêðàèíû è îòäàëåííûõ óãîëêîâ Ðîññèè, Äàãåñòàíà, Àðìåíèè, 
Êèðãèçñòàíà. Â ýòîì ãîäó SVIT GIS ñîáðàë ñâûøå 160 ó÷àñòíèêîâ, ïðåäñòàâèòåëåé 71 
ïðåäïðèÿòèÿ. Ìåðîïðèÿòèå áûëî îðãàíèçîâàíî íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííûì ïðåäïðèÿòèåì 
«ÊÐÈÂÁÀÑÀÊÀÄÅÌÈÍÂÅÑÒ» ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà ýêîëîãèè è ïðèðîäíûõ ðåñóð-
ñîâ, Ãîñêîìèññèè Óêðàèíû ïî çàïàñàì ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ, Íàöèîíàëüíîãî íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòèòóòà ïðîìûøëåííîé áåçîïàñíîñòè è îõðàíû òðóäà, «Ãåîèíôîðì 
Óêðàèíû», Ñîþçà ìàðêøåéäåðîâ Ðîññèè, äðóãèõ îðãàíèçàöèé, à òàêæå ðÿäà ó÷åáíûõ 
çàâåäåíèé Óêðàèíû è Ðîññèè. 

Ñåìèíàð ïðîõîäèë ïðè èíôîðìàöèîííîé ïîääåðæêå 39 èíôîðìàöèîííûõ ñïîíñîðîâ, â 
òîì ÷èñëå ÃÈÑ-Àññîöèàöèé Óêðàèíû è Ðîññèè, ðÿäà èçäàíèé, òàêèõ êàê: «Ðàöèîíàëüíîå 
îñâîåíèå íåäð», «Òåõíè÷åñêàÿ ãàçåòà» è «Ïðîìûøëåííàÿ áåçîïàñíîñòü», «Ãîðíàÿ ïðîìûø-
ëåííîñòü», «Ãîðíî-ìåòàëëóðãè÷åñêàÿ ïðîìûøëåííîñòü», «ÈÒÌ. Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè 
äëÿ ìåíåäæìåíòà», «Ãåîïðîôèëü», «ÃÅÎÏÐÎÔÈ», «Ãîðíîïðîìûøëåííûå âåäîìîñòè», «Ãîð-
íûé æóðíàë Êàçàõñòàíà», «ÃÈÀÁ», «ÓÃÎËÜ», «Òî÷êà Îïîðû», èçäàòåëüñòâî «Ãîðíàÿ êíèãà», 
«Ìåòàëëóðãè÷åñêàÿ è ãîðíîðóäíàÿ ïðîìûøëåííîñòü», «Ñåòè è Òåëåêîììóíèêàöèè», «Ìèð òåõ-
íèêè è òåõíîëîãèé», à òàêæå èíôîðìàöèîííî-èçäàòåëüñêîãî öåíòðà ïî ãåîëîãèè è 
íåäðîïîëüçîâàíèþ «ÃåîÈíôîðìÌÀÐÊ», àãåíòñòâà «PRoAtom» è ìíîæåñòâà èçâåñòíûõ 
ñïåöèàëèçèðîâàííûõ Web-ïîðòàëîâ, âûñòàâîê è êîíôåðåíöèé. 

Íà ñåìèíàðå SVIT GIS-2012 ðàçðàáîò÷èêè K-MINE ïðåçåíòîâàëè ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, 
êîòîðûé óæå íà ïðîòÿæåíèè 15-òè ëåò óñïåøíî èñïîëüçóþò â ãîðíî-äîáûâàþùåé îòðàñëè, â 
àãðîõîçÿéñòâàõ, ïðè ñîçäàíèè êàäàñòðîâ, â ýêîëîãèè, ýêîíîìèêå è ó÷åáíîì ïðîöåññå. ÃÈÑ 
K-MINE ðåøàåò øèðîêèé ñïåêòð çàäà÷: îò àâòîìàòèçàöèè ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ãîðíîãî 
ïðîèçâîäñòâà äî ñîçäàíèÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ íåäðîïîëüçîâàíèåì íà ãîñóäàðñòâåííîì 
óðîâíå. Ñîçäàííûå â K-MINE ìîäåëè ìåñòîðîæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ êàê äëÿ îïåðàòèâíîãî 
ó÷åòà, òàê è äëÿ îöåíêè çàïàñîâ ìåñòîðîæäåíèé. 




