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 ïðîáëåìå äîáû÷è áëî÷íîãî 
êàìíÿ, ðàçðóøåíèÿ íåãàáàðè-

òîâ, îáðàçöîâ, öåëèêîâ, ò.å. êîãäà íå-
îáõîäèìî îòäåëèòü ÷àñòü îò ìàññèâà 
èëè ðàçäåëèòü áëîê íà ïëèòêè è, âî-
îáùå â ìåõàíèêå ðàçðóøåíèÿ, èíòå-
ðåñíî ïðîñëåäèòü ïðîöåññ äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ïðè ðàçäåëåíèè öåëîãî íà 
÷àñòè. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå òàêèõ ñèòóàöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
íàèáîëåå îïòèìàëüíûì. ×èñëåííûé 
ýêñïåðèìåíò ïðè ðàññìîòðåíèè 

ñëîæíûõ çàäà÷ ïðèîáðёë â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíûå ïðà-
âà ñ òðàäèöèîííûì ôèçè÷åñêèì. 
Ñðåäè äîñòàòî÷íî îáùèõ ÷èñëåííûõ 
ìåòîäîâ ëèäèðóþùåå ïîëîæåíèå çà-
íèìàåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
Çíà÷èòåëüíûå óñïåõè, äîñòèãíóòûå â 
ïðèìåíåíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ê 
ðåøåíèþ çàäà÷ äëÿ êîíå÷íûõ îáëàñ-
òåé, íå ñíèìàþò ïðîáëåìó ðàçðà-
áîòêè ýôôåêòèâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ 
ìåòîäîâ. 

Ðàññìîòðèì áëîê ïîðîä ñ òðåùè-
íîé, ìîäåëèðóåìîé ïðÿìîëèíåéíûì 
ðàçðåçîì, ïîëîâèíà êîòîðîãî â ñè-
ëó ñèììåòðèè ïðåäñòàâëåíà íà 
ðèñ. 1. Ãðàíèöó èññëåäóåìîé îáëàñ-
òè îáîçíà÷èì Ã=Ã1+Ã2+Ã3+Ã4. Çíà-

÷åíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé è 

ñìåùåíèé, îòíîñÿùèåñÿ ê ÷àñòÿì Ãκ 

(κ=1, 2, 3, 4) èìåþò ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé èíäåêñ. 

Âñå âåëè÷èíû èìåþùèå ðàçìåð-
íîñòü äëèíû îòíåñåíû ê ïîëîâèíå 
øèðèíû áëîêà, à èìåþùèå ðàçìåð-
íîñòü íàïðÿæåíèé — ê ìàêñèìàëü-
íîìó çíà÷åíèþ âíåøíèõ óñèëèé 
σ0(y). 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ðàçðåçå 
ñôîðìóëèðóåì â âèäå 

n n
y y h y h x

1
( ) ( ) 0, , 0= τ = ≤ ≤ =σ . (1) 

Íà ïðîäîëæåíèè ðàçðåçà â ñèëó 
ñèììåòðèè 

n n
u y y y h x

1
( ) 0, ( ) 0, 0 , 0= τ = ≤ ≤ = . (2) 

Äëÿ îñòàëüíîé ÷àñòè êîíòóðà áëîêà 
ïîðîä 
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x n

x n

y n

x x íà Ã

y y íà Ã äëÿ y h

y y íà Ã äëÿ h y h

x y Ax A const íà

1

0 2 0

2 0

3

( ) ( ) 0

( ) ( ), 0 0

( ) ( ) 0

( ) 0, ( ) ,

= τ =
=σ τ = ≤ ≤
= τ = ≤ ≤
= τ = = Γ

σ
σ
σ
σ

 (3) 

Óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ãðàíè÷-
íûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé 
è ñìåùåíèé, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé 
îáëàñòè Ω èìåþò âèä [1] 

Â 
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Γ

−
− + μ

π −∫  (4) 

ãäå ê = 3–4 ν, 
E

,
2(1 )

μ =
+ ν

 Å — ìî-

äóëü Þíãà, ν — êîýôôèöèåíò Ïóàñ-

ñîíà; g=u+iν — ñìåùåíèå òî÷åê ãðà-
íèöû; 

h

n n
f i X iÓ ds f i f

0

( ) Re Im ,= + = +∫  (5) 

ãäå Õn, Ón — óñèëèÿ íà Ã â íàïðàâëå-

íèè îñåé x è y; t 0, tΓ∈ — àôôèêñ 

òî÷êè ãðàíèöû; ÷ёðòî÷êà íàä ôóíêöè-

åé îáîçíà÷àåò ñîïðÿæёííîå çíà÷åíèå; 
i — ìíèìàÿ åäèíèöà. 

Èç (4), ðàçäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíûå è 
ìíèìûå ÷àñòè, ïîñëå ïðîñòûõ íî äîñ-
òàòî÷íî ãðîìîçäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
îïåðàöèé (â ñèëó òîãî, ÷òî óðàâíåíèå 
êîíòóðà Ã îáëàñòè Ω ñîäåðæèò ÷åòûðå 
ðàçëè÷íûå ôîðìû çàïèñè) ïîëó÷àþòñÿ 
óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþùèå ÿâíî êîì-
ïîíåíòû ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé äëÿ 

÷àñòåé Ãê (ê=1, 2, 3, 4). Ïðèâåäёì ýòè 
óðàâíåíèÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòè ãðàíèöû 
Ã4 , òàê êàê îíè èìåþò ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ, ò.å. 
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Ñèñòåìà (4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (1) — (3) ðåøàëàñü ìåòîäîì êî-

(6)
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ëîêàöèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû êîì-
ïîíåíòû ñìåùåíèé è ôóíêöèè îò 
íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-
íèé íà Ã1 + Ã2+Ã3 . 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû 

ðàñ÷ёòà äëÿ ñëó÷àÿ σ0(y)=1, êîýôôè-

öèåíò Ïóàññîíà ν=0,3, ìîäóëü Þíãà 
Å=105, À=0, h=6, h0=4 è âàðèàíòîâ: 

h1=1; 2. h1=2; 3. h1=3; 4. h1=4, (7) 

ñîîòâåòñòâóþùèì êðèâûì 1, 2, 3, 4. 
Çíà÷åíèÿ Imf âïåðåäè ðàçðåçà ïðèâå-

äåíû ïî òî÷êàì ñ÷ёòà, ïîýòîìó ìàñ-
øòàáû ðàçíûå, ò.å. ðàññòîÿíèÿ ìåæäó 
òî÷êàìè âîçðàñòàþò ïðîïîðöèîíàëü-
íî (7). Ñ óìåíüøåíèåì äëèíû ðàçðåçà 
óáûâàþò êîìïîíåíòû ñìåùåíèé, à 
ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ Im f=f42 áóäóò 

–5,01; -0,306; 0; 0 

â òî÷êàõ 

y=0,567; 1,4; 0; 0. (8) 

ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êðèâûõ 1, 2, 3, 4. 
Â òî æå âðåìÿ (8) îáîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ 
ñëó÷àåâ 1 è 2 íàïðÿæåíèÿ σx(y) ðàâíû 
íóëþ, ò.å. â ýòèõ òî÷êàõ ïðîèñõîäèò 
ñìåíà çíàêà îò ñæàòèÿ ê ðàñòÿæåíèþ, 
à äëÿ âàðèàíòîâ 3 è 4 èìåþò ìåñòî 
òîëüêî ðàñòÿãèâàþùèå çíà÷åíèÿ σx(y). 
Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñ óìåíüøå-
íèåì äëèíû ðàçðåçà, ïðè ïðî÷èõ ðàâ-
íûõ óñëîâèÿõ, îáëàñòü ñæèìàþùèõ 
íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âåðøèíû 
óìåíüøàåòñÿ è èñ÷åçàåò ïðè ïåðåõîäå 
îò âàðèàíòà 2 ê — 3. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî êîëè÷åñò-
âåííîå, íî è êà÷åñòâåííîå èçìåíåíèå 

íàïðÿæёííîãî ñîñòîÿíèÿ íà x=0, 

0≤y≤h1 . 

Ãðàíèöà îáëàñòè Ã ðàçâёðíóòà â 
ïðÿìóþ ëèíèþ òàê, ÷òî Ã1 ñîîòâåòñòâó-
þò òî÷êè îò 1 äî 11, Ã2 — îò 11 äî 51, 
Ã3 — îò 51 äî 61 è Ã4 — îò 61 äî 111. 

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 

ðàñ÷ёòà òåõ æå âàðèàíòîâ (7), ÷òî è íà 
ðèñ. 2 â ïðåäïîëîæåíèè À = 0,8. 
Ââåäåíèå êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, 

ìîäåëèðóþùèõ, íàïðèìåð, ïîäêðåï-
ëåíèå ñîïðîòèâëÿþùååñÿ ðàñòÿæåíèþ 
è íå ñîïðîòèâëÿåòñÿ èçãèáó, êà÷åñò-
âåííî è êîëè÷åñòâåííî èçìåíÿåò ïðî-
öåññ äåôîðìèðîâàíèÿ îáëàñòè Ω. Â 
äàííîì ñëó÷àå ôàêòè÷åñêè äîïóñêà-
þòñÿ îòðèöàòåëüíûå ñìåùåíèÿ äëÿ 
êîìïîíåíò u (y), åñëè ñìîòðåòü íà îá-
ëàñòü Ω êàê ïðîñòî íà áëîê, ïðèâå-

äёííûé íà ðèñ. 1 ñ ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè (1) — (3). Äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è 
ñ ðàçðåçîì äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòó ñ ïðîíèêíîâå-
íèåì áåðåãîâ ðàçðåçîâ äðóã â äðóãà. 
Ïðè ñòðîãîì ðåøåíèè íåîáõîäèìî 
ó÷åñòü âîçìîæíîñòü êîíòàêòà áåðåãîâ 
è îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ýòîé îáëàñòè è 
ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ñæàòèÿ â 
íåé, ÷òî ïðè íåîáõîäèìîñòè ëåãêî 
ó÷åñòü ïîäáîðîì íîðìàëüíûõ íàïðÿ-
æåíèé íà ðàçðåçå, èñêëþ÷àþùèõ ýô-
ôåêò ïðîíèêàíèÿ ìàòåðèàëà â ìàòåðè-
àë. Îäíàêî îñíîâíàÿ çàäà÷à — ïîêà-
çàòü, êàê ñèëüíî âëèÿþò êàñàòåëüíûå 
íàïðÿæåíèÿ íà ïðîöåññ äåôîðìèðî-
âàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè Ω. 
Ïðè ïåðåõîäå îò âàðèàíòà 1 ê âà-
ðèàíòàì 2, 3 è 4 ïðîèñõîäèò êîëè-
÷åñòâåííîå è êà÷åñòâåííîå èçìåíå-
íèå íàïðÿæåíèé íà ïðîäîëæåíèè 
ðàçðåçà (èëè ëþáîãî îñëàáëåíèÿ 
ãîðíîé ïîðîäû ñ èçâåñòíûì çàêî-
íîì, âûðàæàåìûì ãðàíè÷íûìè óñ-
ëîâèÿìè). Äðóãèìè ñëîâàìè, îá-
ëàñòü ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé â 
îêðåñòíîñòè âåðøèíû ïåðåõîäèò â 
îáëàñòü ñæèìàþùèõ (ðèñ. 3). 

Íàèáîëüøèé íàó÷íûé è ïðàêòè-
÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîì-

ïîíåíòà σx(y) äëÿ 0≤y≤h1, ò.å. íà ïðî-
äîëæåíèè ðàçðåçà. ×èñëåííîå îï-
ðåäåëåíèå σx(y), îñîáåííî â îêðåñò-
íîñòè âåðøèíû, ñâÿçàíî ñ ïîòåðåé 
òî÷íîñòè è ïîýòîìó æåëàòåëüíî 
èìåòü ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå âûðà-
æåíèå äëÿ íåãî. Åñëè â óðàâíåíèÿõ 
ëþáîé òåîðèè îáíàðóæèâàþòñÿ 
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Ðèñ. 1. Ðàñ÷ёòíàÿ ñõåìà áëîêà ïîðîä 

 

 

Ðèñ. 2. Äåôîðìèðîâàíèå áëîêà ïîðîä ñ ðàçðåçîì ïðè À=0 

Ðèñ. 3. Äåôîðìèðîâàíèå áëîêà ïîðîä ñ ðàçðåçîì ïðè À=0,8 
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ñëàãàåìûå, äàþùèå áåñêîíå÷íûå çíà-
÷åíèÿ êàêèõ-òî ïàðàìåòðîâ, òî ýòî 

ñèãíàëèçèðóåò î òîì, ÷òî íå âñё â ïî-
ðÿäêå â òåîðèè è íåîáõîäèìî èñêëþ-
÷èòü áåñêîíå÷íîñòè èç ôîðìóë. Îñî-
áåííîñòü íàïðÿæåíèé â âåðøèíå òðå-
ùèíû ñ÷èòàþò, îáû÷íî, íåîáõîäèìûì 
óñëîâèåì [2, 3]. Ïîýòîìó áûëè ïðåä-
ëîæåíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ðåàëè-
çàöèè òàêèõ çàäà÷ ñ ÿâíûì âûäåëåíè-

åì îñîáåííîñòè ââîäà åё àïðèîðè â 
âèäå ðàçûñêèâàåìîãî àíàëèòè÷åñêîãî 
ðåøåíèÿ èëè æå, íàïðèìåð, ñïåöè-
àëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íûõ 
íàïðÿæåíèé. Îáùàÿ òåîðèÿ ñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé [4] 
ãîâîðèò, ÷òî ýòî íåäîïóñòèìî è îïðå-
äåëÿåò, íàïðèìåð, äëÿ îòðåçêà — 

1≤x≤1 ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè: ëèáî 
îñîáåííîñòè íà îáîèõ êîíöàõ (x=±1), 
ëèáî îñîáåííîñòü íà îäíîì èç êîíöîâ 
è íóëåâûå çíà÷åíèÿ íà äðóãîì, ëèáî 
íà îáîèõ êîíöàõ íóëåâûå çíà÷åíèÿ 
íàïðÿæåíèé. Äëÿ âûáîðà òîãî èëè 
èíîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìîò-
ðåòü ñíà÷àëà ðåãëàìåíòèðóþùèå åãî 
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ [4]. 

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6) 
âïåðâûå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà ýòîò 
âîïðîñ. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïåð-
âîå óðàâíåíèå (6) ïî y è âûäåëèâ ÿâíî 

èíòåãðàë ñîäåðæàùèé σx(y) äëÿ 0≤y≤h1 

ïîñëå äåëåíèÿ óðàâíåíèÿ íà (κ+1), 

ïîëó÷èì 

x

h

s
ds F y

s y
1

0
( )1

( )
σ

=
π −∫ . (9) 

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, òèïà ïðè-

âåäёííûõ íà ðèñ. 2, 3, ïîëíîñòüþ îï-
ðåäåëÿþò ïðàâóþ ÷àñòü (9). 

Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, 3 íîðìàëü-
íûå íàïðÿæåíèÿ σx(y) â çàâèñèìîñòè 
îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïðîäîëæå-

íèè ðàçðåçà 0≤y≤h1 èìåþò ïåðåìåíó 
çíàêà (çà èñêëþ÷åíèåì âàðèàíòîâ 3, 4 

íà ðèñ. 2 è -2 íà ðèñ. 3). Îáðàòèòü 
óðàâíåíèå (9), îòíîñèòåëüíî σx(y) ñëå-
äóÿ [4], íåâîçìîæíî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò 
ïîâåäåíèå íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè 
âåðøèíû ðàçðåçà, òî ìåòîä îïðåäåëå-
íèÿ èõ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Ðàç-
áèâàåì èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (9) íà 
äâà — îò íóëÿ è äî çíà÷åíèÿ y0 — êî-
îðäèíàòû ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 
Im f è îò y0 äî h1 .Îñòàâëÿÿ ýòîò ïî-

ñëåäíèé èíòåãðàë ñëåâà, ïåðåíåñёì 
ïåðâûé â ïðàâóþ ÷àñòü (9) òàê ÷òî ê 
F(y) äîáàâèòñÿ èçâåñòíàÿ âåëè÷èíà 

Δ(y). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì 

h

x

y

s
ds F y y

s y

1

0

( )1
( ) ( )

σ
= − + Δ

π −∫ . (10) 

Òåïåðü ìîæíî, ñëåäóÿ [4], îáðàòèòü 
(10) îòíîñèòåëüíî σx(y), òàê êàê ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü èëè 
îáðàùàþùååñÿ â íîëü ðåøåíèå íà 
êîíöàõ îòðåçêà y0h1 èëè îáðàùàþ-
ùååñÿ â íîëü ðåøåíèå ïðè y=y0 è íå-
îãðàíè÷åííîå ïðè y=h1 â çàâèñèìîñòè 
îò âûïîëíåíèÿ íåêîòîðîãî óñëîâèÿ. Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 

x

h y y y
y 1 0

( )( )
( )

− −
σ = ×

π
 

[ ]h

y

F s s ds

h s s y s y

1

0 1 0

( ) ( )

( )( ) ( )

− Δ
×

− − −∫  (11) 

ïðè óñëîâèè 
h

y

F s s
ds

h s s y

1

0 1 0

( ) ( )
0

( )( )

− Δ =
− −∫ . (12) 

Åñëè óñëîâèå (12) íå âûïîëíÿåòñÿ, 
òî ðåøåíèå äëÿ σx(y), ñëåäóÿ [4], èìååò 
êîðíåâóþ îñîáåííîñòü ïðè y=h1 . 

Ðåçóëüòàòîì âûïîëíåííûõ èññëå-
äîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå. 

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ðàçðóøåíèå 
íà÷èíàåòñÿ ñ ãðàíèöû òåëà. Ïîýòîìó 
âûâîä óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ êîìïî-
íåíòû íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé íà ãðà-
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íèöå, ïîçâîëÿåò ñ êîíòðîëèðóåìîé òî÷-
íîñòüþ ðàññìîòðåòü ïðîöåññ äåôîðìè-
ðîâàíèÿ èõ. Ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ðàñ-

÷ёòà íàïðÿæёííî-äåôîðìèðîâàííîãî 

ñîñòîÿíèÿ êîíòóðà áëîêà ïîðîä. Ïîëó-

÷åíî ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå, îïðåäåëÿþùåå íîðìàëüíûå íàïðÿ-
æåíèÿ íà ïðîäîëæåíèè ðàçðåçà. Ïðåä-
ëîæåí ìåòîä åãî îáðàùåíèÿ, ò.å. ïîëó-
÷åíèå ðåøåíèÿ â êâàäðàòóðàõ. 
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