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Ïðîâåäåíà êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà âîçìîæíîñòè çàìåíû ìíîãîñëîéíîé êîëåáà-
òåëüíîé ñèñòåìû îäíîñëîéíîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíîé ñ ýêâèâàëåíòíûìè êîëåáà-
òåëüíûìè ïàðàìåòðàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðÿäà ïîëîæåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè èçó-
÷åíèè âèáðîèçîëÿöèè è âèáðîïîãëîùåíèÿ êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ èç ñèñòåìû 
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ñëîåâ. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé, èìïåäàíñ, âèáðîïîãëî-
ùåíèå, îäíîñëîéíàÿ îäíîðîäíàÿ ïëàñòèíà. 

Ñåìèíàð № 2 
 

 
A.Y. Baukov, A.A. Zvonkina  
THE EQUIVALENT PARAMETERS 

OF THE MULTI-LAYERED 
CONSTRUCTIONS AND THE 
ISOTROPIC ONE-LAYER PLATE 

The quantative estimation of the possibility 
to replace the multi-layered oscillating system 
with a isotropic plate of the equivalent 
oscillating parameters is carried out. The 
postulates for vibration isolation and 
absorption of the constructions made of the 
plane-parallel layers have been used. 

Key words: movement of multi-layered 
constructions, total resistance, isotropic one-
layer plate 

 
 
 

åîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå èç-
ãèáíûõ êîëåáàíèé ìíîãî-

ñëîéíûõ êîíñòðóêöèé - ÷ðåçâû÷àéíî 
ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ñ öå-
ëüþ åå óïðîùåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ñâåñòè 
äàííóþ ïðîáëåìó ê èññëåäîâàíèþ èç-
ãèáíûõ êîëåáàíèé îäíîñëîéíîé îäíî-
ðîäíîé óïðóãîé ïëàñòèíû ñ íåêèìè 
ýôôåêòèâíûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòîðûå ýêâèâà-
ëåíòíû àíàëîãè÷íûì õàðàêòåðèñòèêàìè 
ìíîãîñëîéíîé ñèñòåìû. 

Òàêàÿ ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé êî-
ëåáàòåëüíûõ ñâîéñòâ ìíîãîñëîéíûõ 

ñèñòåì ïðèìåíÿëàñü â óëüòðàçâóêîâîé 
äåôåêòîñêîïèè ïðè îáîñíîâàíèè 
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ñâîáîäíûõ êîëå-
áàíèé [1, 2]. Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå 
èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà íîñèëî 
÷èñòî êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. 

Ñ öåëüþ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè 
âîçìîæíîñòè çàìåíû ìíîãîñëîéíîé 
êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû îäíîñëîé-
íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíîé ñ ýêâè-
âàëåíòíûìè êîëåáàòåëüíûìè ïàðà-
ìåòðàìè âîñïîëüçóåìñÿ ðÿäîì ïî-
ëîæåíèé, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ïðè 
èçó÷åíèè âèáðîèçîëÿöèè è âèáðî-
ïîãëîùåíèÿ êîíñòðóêöèé, âûïîë-
íåííûõ èç ñèñòåìû ïëîñêîïàðàë-
ëåëüíûõ ñëîåâ [1-3]. Â äàííîé îá-
ëàñòè ñäåëàíû ïîïûòêè îïðåäåëåíèÿ 
ïàðàìåòðîâ îäíîðîäíîé ïëàñòèíû, 
ñîâåðøàþùåé êîëåáàíèÿ îïðåäå-
ëåííîãî òèïà, êîòîðûå ñîîòâåòñòâî-
âàëè áû ïàðàìåòðàì ìíîãîñëîéíîé 
ïëàñòèíû ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â 
íåé, â ÷àñòíîñòè, èçãèáíûõ êîëåáà-
íèé [3]. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òàê 
íàçûâàåìûé ìåòîä âîëíîâîãî èìïå-
äàíñà òîíêèõ ïëàñòèí, çàêëþ÷àþ-
ùèéñÿ â îïðåäåëåíèè âõîäíûõ èì-
ïåäàíñîâ ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóê-

Ò 
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öèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäíûõ èì-
ïåäàíñîâ òîíêîé ïëàñòèíû. 

Ïîä âîëíîâûì èìïåäàíñîì â äàí-
íîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå 
ñîïðîòèâëåíèå êîëåáàòåëüíîé ñèñòå-
ìû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îòíîøå-
íèþ ñèëû ê êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè 

0ξ  ñèñòåìû, êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè 
äåéñòâèè íà íåå ýòîé ãàðìîíè÷åñêîé 
âîçáóæäàþùåé ñèëû 0

ω= j tF F e : 

0

0
ξ ξ
=
F

Z ,       (1) 

Ïðè èçó÷åíèè âèáðîïîãëîùåíèÿ 
ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé â îáùåì 
ñëó÷àå ðàññ÷èòûâàþòñÿ âîëíîâûå ìå-
õàíè÷åñêèå ñîïðîòèâëåíèÿ äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ âîëí, êîòîðûå ìîãóò 
ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî òàêèì êîíñòðóê-
öèÿì: èçãèáíûõ, ñäâèãîâûõ, ïðîäîëü-
íûõ. Ïðè ýòîì äàæå áåç ó÷åòà âíóò-
ðåííèõ ïîòåðü èìïåäàíñ ÿâëÿåòñÿ 
êîìïëåêñíîé âåëè÷èíîé. Òàê, íàïðè-
ìåð, â ñëó÷àå èçãèáíûõ âîëí ïîïå-
ðå÷íîå âîëíîâîå ñîïðîòèâëåíèå òîí-
êîé ïëàñòèíû ðàâíî: 

4
0

0
ξ ω

ωξ
= = +
F BkZ j m

j
,      (2) 

ãäå m – ìàññà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäè-
íèöó ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû; Â - èç-
ãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, k – âîë-
íîâîå ÷èñëî äëÿ èçãèáíûõ êîëåáàíèé 
ïëàñòèíû. 

Â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí èõ 
âõîäíûå èìïåäàíñû îïèñûâàþòñÿ 
÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêèìè âûðàæå-
íèÿìè [2], ñòðóêòóðà êîòîðûõ çàâèñèò 
îò ÷èñëà ñëîåâ êîíêðåòíîé êîíñòðóê-
öèè. Ïðè÷åì îñíîâíîé öåëüþ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ 
îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ïîòåðü η   

1

η = eR Z
Z

,       (3) 

ãäå eR Z  - âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíî-
âîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìíîãîñëîéíîé 

ïëàñòèíû; 1Z  - óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ 
âîëíîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ìíîãîñëîé-
íîé ïëàñòèíû. 

Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî 
íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äàííûé ìåòîä èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå âîëíîâûõ ñî-
ïðîòèâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íîãî òèïà áå-
ãóùèõ âîëí, îí ìîæåò áûòü ïðèìåíåí 
è â ñëó÷àå èçãèáíûõ êîëåáàíèé òîí-
êèõ ïëàñòèí íà èõ îñíîâíûõ ìîäàõ, 
ò.ê. âîçíèêíîâåíèå èçãèáíûõ ìîä 
(ñòîÿ÷èõ âîëí) â ïëàñòèíå ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì ñóïåðïîçèöèè ïðÿìûõ è 
âñòðå÷íûõ èçãèáíûõ âîëí, îòðàæàþ-
ùèõñÿ îò êðàåâûõ ãðàíèö ïëàñòèíû, 
÷àñòîòû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ÷àñ-
òîòå èçãèáíûõ ìîä: 

1 2ξ −= +n njk x jk xA e A e ,      (4) 
ãäå ξ  - ñìåùåíèå â ñòîÿ÷åé âîëíå íà 
îñíîâíîé ìîäå ïëàñòèíû; À1 è À2 - 
àìïëèòóäû ïðÿìîé è îòðàæåííîé îò 
êðàÿ ïëàñòèíû èçãèáíûõ âîëí; kn – 
âîëíîâîå ÷èñëî èçãèáíûõ êîëåáàíèé 

ïëàñòèíû, 
ω

=n
n

k
C

, nC  - ôàçîâàÿ ñêî-

ðîñòü èçãèáíûõ âîëí â ïëàñòèíå. 
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ 

ïëàñòèíû, âäîëü êîòîðîé ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì âûíóæäåííîé 
ñèëû 0( ) = jwtF t F e  èçãèáíàÿ âîëíà, ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå: 

2 4

2 4 ( )ξ ξ∂ ∂
+ =

∂ ∂
m B F t
t x

,      (5) 

ãäå Â - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû, 
3

212(1 )µ
=

−
EhB ,       (6) 

Èç âûðàæåíèé      (5) è       (6) 
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îñ-
íîâíûìè ýêâèâàëåíòíûìè ïàðàìåòðà-
ìè, îïðåäåëÿþùèìè èçãèáíûå êîëå-
áàíèÿ òîíêîé ïëàñòèíû ÿâëÿþòñÿ åå 
ìàññà m è èçãèáíàÿ æåñòêîñòü Â. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè ïîñòàâ-
ëåííîé âûøå çàäà÷è íåîáõîäèìî îï-
ðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíóþ ìàññó îäíî-
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ñëîéíîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíû mý è 
ýêâèâàëåíòíûé ìîäóëü óïðóãîñòè Åý, 
ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî èçìåíå-
íèå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà Ïóàññî-
íà µ  â ìíîãîñëîéíûõ ñòðîèòåëüíûõ 
êîíñòðóêöèÿõ äîñòàòî÷íî ìàëî. 

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî äàííûå èññëåäî-
âàíèÿ èìåþò îöåíî÷íûé õàðàêòåð, 
íèæå ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïðåäå-
ëåíèè ýêâèâàëåíòíûõ õàðàêòåðèñòèê 
îäíîñëîéíûõ ïëàñòèí ëèøü äëÿ êîí-
êðåòíûõ ñëó÷àåâ ìíîãîñëîéíûõ áå-
òîííûõ êîíñòðóêöèé, íàèáîëåå ÷àñòî 
âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðàêòèêå ïðèìåíå-
íèÿ âèáðîàêóñòè÷åñêîãî ìåòîäà ïðè 
íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå ñòðîèòåëü-
íûõ îáúåêòîâ.  

Ê òàêèì îñíîâíûì òèïàì ìíîãî-
ñëîéíûõ êîíñòðóêöèé îòíîñèòñÿ îáú-
åêòà, ñîñòîÿùèé èç ñëîÿ áåòîííîé 
ïîäãîòîâêè, íåïîñðåäñòâåííî ëåæà-
ùåé íà ãðóíòîâîì èëè íàñûïíîì îñ-
íîâàíèè è ðàñïîëîæåííîé ñâåðõó æå-
ëåçîáåòîííîé ïëèòû (ðèñ. 1, à). Ê äðó-
ãîìó õàðàêòåðíîìó òèïó ìíîãîñëîé-
íîãî îáúåêòà ìîæíî îòíåñòè êîíñò-
ðóêöèþ, ñîñòîÿùóþ òàêæå èç ñëîÿ 
ïîäãîòîâêè, îñíîâíîãî âåðõíåãî æå-
ëåçîáåòîííîãî ïîêðûòèÿ è ïðîìåæó-
òî÷íîãî ãèäðîèçîëÿöèîííîãî òîíêîãî 
ñëîÿ, âûïîëíåííîãî èç ñèíòåòè÷åñêèõ 
ìàòåðèàëîâ (ðèñ. 1, á). 

Õàðàêòåðíûé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ 
òîëùèí óêàçàííûõ ñëîåâ, à òàêæå èõ 
îñíîâíûõ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ 
ïðåäñòàâëåí â òàáëèöå. 

Äëÿ îöåíêè ýêâèâàëåíòíîé ìàññû 
åäèíè÷íîãî ñëîÿ â îáîèõ óêàçàííûõ â 
òàáëèöå ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî ðàññ÷è-
òàòü ìàññó ìíîãîñëîéíîé ïëèòû ñ êà-
êèìè-ëèáî çàäàííûìè ãîðèçîíòàëüíû-
ìè ðàçìåðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ãî-
ðèçîíòàëüíûì ðàçìåðàì äåôåêòà, è 
ñðàâíèòü åå ñ ìàññîé îäíîñëîéíîé 
ïëàñòèíû, òîëùèíà êîòîðîé ñîîòâåò-
ñòâóåò ñóììàðíîé òîëùèíå ñëîåâ ìíî-
ãîñëîéíîé ïëàñòèíû ïðè ñîîòâåòñò-
âóþùåì âûáðàííîì çíà÷åíèè åå 
ïëîòíîñòè. 

Òàê â ñëó÷àå äâóõñëîéíîé ïëàñòè-
íû (ïîäãîòîâêà + ïëèòà) åå ñóììàðíàÿ 
ìàññà îïðåäåëèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: 

1 1 2 2( )ρ ρΣ = +M S h h ,      (7) 
ãäå S  - ïëîùàäü ïëàñòèíû (äåôåêòà). 

Ìàññà ýêâèâàëåíòíîé îäíîñëîéíîé 
ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâóåò 

ρ= ⋅ ⋅Э Э ЭM S H ,      (8) 

ãäå ЭH  è ρЭ  - ýêâèâàëåíòíûå òîëùèíà 
è ïëîòíîñòü ïëèòû. 

Òàê êàê ðàçëè÷èå â ïëîòíîñòè ñî-
ñòàâëÿþùèõ ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû 
íåâåëèêà, â êà÷åñòâå äâóõ âîçìîæíûõ 

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ ìíîãîñëîéíûõ 
ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé 

Âèä êîíñò-
ðóêöèè 

Òèï  
ñëîÿ 

Ìàòåðèàë  
ñëîÿ 

Íîìåð 
ñëîÿ 

Òîëùèíà 
ñëîÿ h, ì

1010−⋅iE , 

Í/ì2 

µ  ρi , 
êã/ì3 

Ïîäãîòîâêà Áåòîí íèç-
êîé ìàðêè 

1 0,1-0,2 0.5-2.0 0.28 1800-
2000 

Äâóõñëîé-
íàÿ 

Ïëèòà Æåëåçîáå-
òîí 

2 0,1-0,3 1,0-5,0 0,22 2200-
2500 

Ïîäãîòîâêà Áåòîí íèç-
êîé ìàðêè 

1 0,1-0,2 0,5-2,0 0,28 1800-
2000 

Ãèäðîèçî-
ëÿöèîííûé 
ñëîé 

Ñèíòåòèêà 
2 0,01-0,03 0,02-0,06 0,3 900-

1150 

Òðåõñëîé-
íàÿ 

Ïëèòà Æåëåçîáå-
òîí 

3  1,0-5,0 0,22 2200-
2500 
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âàðèàíòîâ ýêâèâàëåíòíîé ïëîòíîñòè 

âûáåðåì: à) (1) 1 2

2
ρ ρ

ρ
+

=Э  - ñðåäíÿÿ 

ïëîòíîñòü ñëîåâ; á) (2)
1ρ ρ=Э  - ïëîò-

íîñòü áåòîííîé ïëèòû. 
Âåëè÷èíó ýêâèâàëåíòíîé òîëùèíû 

ЭH  âûáåðåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè 
ðàâíîé ñóììàðíîé òîëùèíå ìíîãî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû 1 2= +ЭH h h . 

Îöåíèì îòíîñèòåëüíóþ ðàçíîñòü 
ìåæäó ΣM  è ЭM  äëÿ äâóõ óêàçàííûõ 
ñëó÷àåâ à) è á) ïðè âîçìîæíîé âàðèà-
öèè ðåàëüíûõ òîëùèí ñëîåâ 1h  è 2h  è 

ïëîòíîñòåé 1ρ  è 2ρ , îïðåäåëÿÿ â êà-
æäîì ñëó÷àå âåëè÷èíó 

1 1 2 2
2

( ) [ ( )]ρ ρ ρ
δ

ρ
Σ− − +

= =Э Э Э
Э

Э Э Э

M M H h h
M

M H
.  (9) 

Ïðîâåäÿ óêàçàííûå âû÷èñëåíèÿ 
ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âåëè÷èíà 2δ ЭM  
ïðè âàðèàöèè íàçâàííûõ ïàðàìåòðîâ 
èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò äîëåé 
ïðîöåíòà äî 12 %, ïðè÷åì íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå 2δ ЭM  èìååò ìåñòî â 

ñëó÷àå á), êîãäà 1ρ ρ=Э . Òàê ïðè íàè-
áîëåå õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðîâ ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû 
( 1 0, 2=h ì; 2 0,15=h ì; 3

1 2,3 10ρ = ⋅  

êã/ì3; 3
2 2,0 10ρ = ⋅  êã/ì3) âåëè÷èíà 

2δ ЭM  ñîîòâåòñòâóåò (1)
2 2%δ =ЭM  è 

(2)
2 0,6%δ =ЭM . 

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î 
òîì, ÷òî ïðè âûáîðå ýêâèâàëåíòíûõ 
õàðàêòåðèñòèê ìàññîâîãî ÷ëåíà äâóõ-
ñëîéíîé ïëèòû ìîæíî â êà÷åñòâå åå 
òîëùèíû ïðèíèìàòü òîëùèíó ìíîãî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû, à â êà÷åñòâå ýêâè-
âàëåíòíîé ïëîòíîñòè – ïëîòíîñòü 
âåðõíåãî áåòîííîãî ñëîÿ. 

Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû áûëè âûïîë-
íåíû è äëÿ òðåõñëîéíîé êîíñòðóêöèè 
äëÿ äâóõ óêàçàííûõ ñëó÷àåâ âûáîðà 

ρЭ : à) (1) 1 2 3

3
ρ ρ ρ

ρ
+ +

=Э ; á) (2)
3ρ ρ=Э . 

Ïðè ýòîì îïðåäåëÿëàñü âåëè÷èíà 

1 1 2 2 3 3
3

[ ( )]ρ ρ ρ ρ
δ

ρ
− + +

= Э Э
Э

Э Э

H h h h
M

H
,    

(10) 
ãäå 1 2 3= + +ЭH h h h . 

Ðàñ÷åòû â äàííîì ñëó÷àå ïîêàçàëè, 
÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü 3δ ЭM  ïðè 
âàðèàöèè õàðàêòåðèñòèê òðåõñëîéíîé 
ñèñòåìû â ïðåäåëàõ, óêàçàííûõ â òàá-
ëèöå, èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò åäè-
íèö ïðîöåíòà äî 21 % è íàèìåíüøåå 
çíà÷åíèå 3δ ЭM  ïîëó÷àåòñÿ ïðè 

3ρ ρ=Э .  

 
à)                                                            á) 
 

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òèïè÷íûõ ìíîãîñëîéíûõ ñòðîèòåëüíûõ êîí-
ñòðóêöèé: à) äâóõñëîéíûå; á) òðåõñëîéíûå 
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Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå 

ñðåäíèõ çíà÷åíèé õàðàêòå-
ðèñòèê òðåõñëîéíîé ïëàñòè-
íû ( 1 0,15=h ì; 2 0,02=h ì; 

3 0,2=h ì; 3
1 2,0 10ρ = ⋅  

êã/ì3; 3
2 1,0 10ρ = ⋅  êã/ì3; 
3

3 2,3 10ρ = ⋅ ) ïîëó÷åíî 
(1)

3 19%δ =ЭM  (2)
3 8%δ =ЭM . 

Òàêèì îáðàçîì è ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè òðåõñëîéíîé êîí-
ñòðóêöèè â êà÷åñòâå ýêâèâà-
ëåíòíûõ çíà÷åíèé òîëùèíû 

ЭH  è ïëîòíîñòè ρЭ  òàêæå 
ìîæíî ïðèíÿòü ñóììàðíóþ 
òîëùèíó ñëîåâ è ïëîòíîñòü 
áåòîííîé ïëèòû 3ρ . 

Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè ýêâèâà-
ëåíòíûõ çíà÷åíèé ìîäóëÿ Þíãà 

ЭiE äëÿ äâóõ è òðåõñëîéíûõ ïëàñòèí 
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåòè÷å-
ñêèìè ðàñ÷åòàìè èçãèáíîé æåñòêîñòè 

jB  äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí, ïðåä-

ñòàâëåííûõ â ðàáîòå [3], è ñðàâíèòü 
äàííûå âûðàæåíèÿ ñ ýêâèâàëåíòíîé 
èçãèáíîé æåñòêîñòüþ äëÿ îäíîñëîé-
íîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíû 

3

212(1 )µ
⋅

=
−

Эj Эj
Эj

E H
B ,      (11) 

ãäå èíäåêñ j ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ñëîåâ 
â ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíå, 2,3=j . 

Òàê ñîãëàñíî [3] èçãèáíàÿ æåñòêîñòü 
äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû îïðåäåëÿåòñÿ: 

 
3

2 1 2 2 2 2(1 5 4 )α β α β= + +B B ,     (12) 

ãäå 1B  - æåñòêîñòü íèæíåãî ñëîÿ (ïîä-

ãîòîâêè); 2
2

1

α =
h
h

; 2
2

1

β =
E
E

;  

2 2
2

1

1
2
α

α
+

= =
h
h

.      (13) 

Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ      (11) è     
(12) ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà 
çíà÷åíèé 2ЭE  è 2ЭH , ìîæíî ïîëó÷èòü 

23
1 1 2 2 2

2 3
1 1 1

1 5 4
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ ⎪ ⎪⎢ ⎥= + ⋅ +⎨ ⎬⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
Э

Э

E h E h hE
H E h h

. 

   (14) 
Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ   (14) 

áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû èçìåíåíèÿ 
âåëè÷èíû ýôôåêòèâíîãî ìîäóëÿ Þí-

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè 
äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû 
îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè íèæíå-
ãî ñëîÿ 
 
Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè 
äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû 
îò òîëùèíû âåðõíåãî ñëîÿ 
 

0 5 .109 1 .1010 1.5 .1010 2 .1010
2.32 .109

2.34 .109

2.36 .109

2.38 .109

2.4 .109

E E1( )

E1  
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ãà äëÿ äâóõñëîéíîé ïëàñòèíû â çàâè-
ñèìîñòè îò ìîùíîñòè îáîèõ ñëîåâ 1h  

è 2h , à òàêæå îò èçìåíåíèÿ ìîäóëåé 
Þíãà ìàòåðèàëîâ ýòèõ ñëîåâ. Ïðèìå-
ðû ðåçóëüòàòîâ òàêèõ ðàñ÷åòîâ â âèäå 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôèêîâ ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñ. 2 è ðèñ. 3. Èç äàííûõ 
çàâèñèìîñòåé âèäíî, ÷òî ïðè èçìåíå-
íèè âåëè÷èíû ìîäóëåé Þíãà  1E  è 2E  
îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü ìåæäó ýêâè-
âàëåíòíîé âåëè÷èíîé ìîäóëÿ Þíãà 

2ЭE  è ìîäóëÿ 1E , ñîîòâåòñòâóþùåãî 
áåòîííîé ïëèòå èçìåíÿåòñÿ â ïðåäå-
ëàõ îò 8% äî 68%, à ïðè èçìåíåíèè 
âåëè÷èí  1h  è 2h  äèàïàçîí âàðèàöèè 
òîé æå îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòè ñî-
ñòàâëÿåò îò 16% äî 86%. 

Òàêèå æå îïåðàöèè ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ äëÿ 
èçãèáíîé æåñòêîñòè òðåõñëîéíîé ñèñ-
òåìû, ïî ñâîåé ñòðóêòóðå àíàëîãè÷-
íîé òðåõñëîéíîé ñòðîèòåëüíîé êîí-
ñòðóêöèè (ðèñ. 1, á), ïðèâåäåííîãî â 
ðàáîòå [3], âåëè÷èíó ýêâèâàëåíòíîãî 
ìîäóëÿ Þíãà 3ЭE  äëÿ òðåõñëîéíîé 
óïðóãîé ïëàñòèíû: 

( )

3
1

3 1 3

22
1 22 2

2
1 1 1 1

1 12
2

= ⋅ ×

⎡ ⎡ ⎤+⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎢ ⎥× + + +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦⎣

Э
Э

hE E
H

h hE hh
h E h h

 

( )

2

1 3 2
2

13 3
3

1 1 1 3
3

1 1

1 3 22

1 1

2
2

12
1 1

2
2

⎡ ⎤⎡ ⎤+ +
⎢ ⎥⎢ ⎥⎛ ⎞⎢ ⎥⎣ ⎦+ + ⋅ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎛ ⎞⎝ ⎠⎢ ⎥+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
+ +

− ⋅ ×

h h h
hE h

h g
h E h Eg h

h E

h h hh
h h

 

( ) ( )1 2 32
3 1 2

1 1 1 1 12

1 3
3

1 1

6 24
2 2

1 1

⎤⎡ ⎤+⎡ ⎤
+ + + ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥

⎥⎣ ⎦⎢ ⎥× ⎥⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎥⎢ ⎥+ +⎜ ⎟
⎥⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎦

h h Eh gh h h
h h h h EE

E Eg h
h E

 (15) 

( )
( )

( )

2
2

2 3 2
3 3 2

3
1

1 2

1
12

2 1 12 2

,
12 1

µ

µ π

µ ρ

−
= ⋅ ×

+ ⋅ ⋅

×
− ⋅ Э

g E h
E h h f

hE
  

 
ãäå 1E , 2E , 3E  - ìîäóëè Þíãà, ñîîò-
âåòñòâåííî, ñëîÿ ïîäãîòîâêè, ãèäðî-
èçîëÿöèîííîãî ñëîÿ, æåëåçîáåòîííî-
ãî ñëîÿ âåðõíåé ïëèòû; 1h , 2h , 3h  - 
òîëùèíû òåõ æå êîìïîíåíò ìíîãî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû; ρЭ  - ýêâèâàëåíò-
íàÿ ïëîòíîñòü òðåõñëîéíîé ñòðóêòó-
ðû, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòè âåðõ-
íåãî ñëîÿ 3ρ ; ЭH  - ýêâèâàëåíòíàÿ 
ìîùíîñòü òðåõñëîéíîé ñòðóêòóðû, 
ðàâíàÿ ñóììàðíîé ìîùíîñòè ìíîãî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû; µ  - êîýôôèöèåíò 

Ïóàññîíà âåðõíåãî ñëîÿ; f  - ÷àñòîòà 
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ïëàñòèíû íà 
ïåðâîé ìîäå íàä äåôåêòîì. 

Òèïè÷íûå çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû 

3ЭE  îò ïàðàìåòðîâ òðåõñëîéíîé ïëà-

ñòèíû 1E , 3E , 1h , 3h , ïîñòðîåííûå íà 
îñíîâàíèè (15), ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 
è ðèñ. 5. Ðàñ÷åò îòíîñèòåëüíîé ðàç-
íîñòè 3δ ЭE  ìåæäó  3ЭE  è 1,3E  ïðè èç-

ìåíåíèè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ òðåõ-
ñëîéíîé ïëàñòèíû â ïðåäåëàõ õàðàê-
òåðíîãî äèàïàçîíà èõ âàðèàöèè (ñì. 
òàáëèöó) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ òðåõ-
ñëîéíîé êîíñòðóêöèè  3δ ЭE  èçìåíÿåò-

ñÿ îò 27% äî 83% ïðè èçìåíåíèè 1E  

è 3E , è îò 30% äî 83% ïðè èçìåíå-

íèè 1h  è 3h . Â ñëó÷àå âàðèàöèè ïàðà-

ìåòðîâ ïðîìåæóòî÷íîãî ñëîÿ ( 2E è 2h ) 
âñëåäñòâèå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ çíà-
÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí èçìåíåíèå 3δ ЭE  
ïðîèñõîäèò â ïðåäåëàõ 30%. 

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ðå-
çóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé 
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå ïðàêòè÷å-
ñêèå âûâîäû. 
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Âî-ïåðâûõ, èçó÷åíèå îñîáåííîñòåé 
èçãèáíûõ êîëåáàíèé ìíîãîñëîéíûõ 
ïëàñòèí ìîæíî âûïîëíÿòü íà îñíîâå 
îäíîðîäíîé îäíîñëîéíîé óïðóãîé 
ïëàñòèíû ñ íåêîòîðûìè ýêâèâàëåí-
òíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. 

Âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ 
ïëàñòèí, ïàðàìåòðû è êîíñòðóêöèÿ 
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò òèïè÷íûì ìíî- 
 

ãîñëîéíûì ñòðîèòåëüíûì 
îáúåêòàì, ïðåäñòàâëåííûì 
â òàáëèöå è íà ðèñ. 1 à, á, 
èõ ýêâèâàëåíòíûìè ïàðà-
ìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè 
ýôôåêòèâíóþ ìàññó îäíî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû, ìîãóò 
áûòü âûáðàíû: îáùàÿ òîë-
ùèíà ìíîãîñëîéíîé ïëà-
ñòèíû è ïëîòíîñòü âåðõíå-
ãî æåëåçîáåòîííîãî ñëîÿ. 

Â-òðåòüèõ, ýêâèâàëåíò-
íûé ìîäóëü Þíãà ìíîãî-
ñëîéíîé ïëàñòèíû ïðè 
ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ, êî-

ãäà ïðèåìëåìàÿ ïîãðåøíîñòü ýòèõ 
ðàñ÷åòîâ ìîæåò áûòü â ïðåäåëàõ 30-
40%, ìîæåò áûòü ïðèíÿò ðàâíûì  ìî-
äóëþ Þíãà âåðõíåãî æåëåçîáåòîííî-
ãî ñëîÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýêâèâà-
ëåíòíûé ìîäóëü Þíãà îäíîñëîéíîé 
îäíîðîäíîé ïëàñòèíû ðàññ÷èòûâàåòñÿ 
ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì   (14) èëè (15), 
èëè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì íîìîãðàììàì. 

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ 
 
1. Íèêèôîðîâ À.Ñ., Áóäðèí Ñ.Â. Ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå è ïîãëîùåíèå çâóêîâîé âèá-
ðàöèè íà ñóäàõ. Ë.: Ñóäîñòðîåíèå, 1968. 

2. Áóäðèí Ñ.Â. Ìåòîä ïðèâåäåíèÿ âèá-
ðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíûõ âîëí 
ìíîãîñëîéíîé êîíñòðóêöèè ê ýêâèâàëåíòíûì 

ïàðàìåòðàì îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Àêóñòè-
÷åñêàÿ àêóñòèêà, 1999,  ò. V, âûï. 1-2. 

3. Ross D., Ungar E., Kerwin E. Damping 
of Plate Flexural Vibrations by Means of 
Viscoelastic Laminat. “Structural Damping”. 
Pergamon Press, 1960.  

 
 
 
 
 

 

5 .109 1 .1010 1.5 .1010 2 .1010
2.58 .1010

2.59 .1010

2.6 .1010

2.61 .1010

2.62 .1010

E E1( )

E1  

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

1 .1010

2 .1010

3 .1010

E h3( )

h3  
 

 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè 
äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû îò 
ìîäóëÿ óïðóãîñòè íèæíåãî 
ñëîÿ 
 
Ðèñ. 5 . Çàâèñèìîñòü ýêâèâà-
ëåíòíîãî ìîäóëÿ óïðóãîñòè 
äëÿ òðåõñëîéíîé ïëàñòèíû îò 
òîëùèíû âåðõíåãî ñëîÿ 
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