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Ê.Ç. Õàéðíàñîâ 

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÊÎËÜÖÅÂÎÉ  
ÏËÀÑÒÈÍÊÈ ÏÐÈ ÈÌÏÓËÜÑÍÎÌ ÍÀÃÐÓÆÅÍÈÈ 

Ïðèâåäåíà ìåòîäîëîãèÿ è àëãîðèòìû ïðîöåññà äåôîðìàöèè êîëüöåâîé ïëàñòèíêè 
â êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ïðè äåéñòâèè èìïóëüñíîãî äàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ìåòîäà 
èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèâåäåííûå ìåòîäîëîãèÿ 
è àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü áîëüøèå ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíêè ïðè äåéñò-
âèè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê.  
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôîðìèðîâàíèå êîëüöåâîé ïëàñòèíêè, äèíàìè÷åñêîå íàãðóæå-
íèå, èìïóëüñíîå äàâëåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

 
 

 
K.Z. Khairnassov  
THE MODELLING OF THE COLLAR PLATE BEHAVIOR DURING THE 

IMPULSIVE LOADING 
There are designed methodologies of calculation and algorithms of process deformation cycles 

plane in conic shell under impulse pressure. As a method of designing there were used finite-
element methods. The worked out methodology and algorithms allows researcher to process 
large displacement under dynamic loads. Comparing of theoretical and experimental results is 
successful. 

Key words: deformation of the collar plate, dynamic loading, impulsive pressure, finite element 
technique. 

 
 
 

 ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ äåôîðìèðîâàíèÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíêè â 
êîíè÷åñêóþ îáîëî÷êó ïðè äåéñòâèè äèíàìè÷åñêîãî, íîðìàëüíîãî äàâëå-

íèÿ, â îáùåì ñëó÷àå ïåðåìåííîãî ïî ðàäèóñó ïëàñòèíêè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò 
ïðè ôîðìîâàíèè îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé èç ïëîñêèõ çàãîòîâîê. Ôîðìîâàíèå 
îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé èç ïëîñêèõ çàãîòîâîê ñ èñïîëüçîâàíèåì äèíàìè÷åñêîãî 
íàãðóæåíèÿ âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò ñòàòè÷åñêîãî òåì, ÷òî â ïðîöåññå äèíàìè÷åñêî-
ãî íàãðóæåíèÿ óäàåòñÿ èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî âîëíîîáîðàçîâàíèÿ ìàòåðèàëà çàãîòîâêè âñëåäñòâèå ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ êðè-
òè÷åñêèõ íàãðóçîê ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ, èíûìè ñëîâàìè, íåêîòîðûå äåòàëè 
ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ òîëüêî äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå.  

Òàêæå ê ïðåèìóùåñòâàì äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ îòíîñèòñÿ è âîçìîæíîñòü 
óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì äåôîðìèðîâàíèÿ. Óïðàâëÿþùèìè ôàêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ: âå-
ëè÷èíà è ôîðìà èìïóëüñà, ìåñòî åãî ïðèëîæåíèÿ ê çàãîòîâêå è.ò.ä. 

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ çíà÷èòåëüíûå äåôîðìàöèè, òî â òåîðåòè÷åñêîé 
ôîðìóëèðîâêå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êàê óïðóãîå, òàê è íåóïðóãîå ïîâåäåíèå ìà-
òåðèàëà. Òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îöåíèâàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè äëÿ êîëüöåâûõ ïëàñòèí ïðè äåéñòâèè èìïóëüñíî-ìàãíèòíîãî 
ïîëÿ [1, 2]    

1 Òåîðèÿ     
Ïðèäåðæèâàÿñü åäèíîãî ìåòîäîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîëüöåâàÿ ïëàñòèíêà ìî-

äåëèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êîëüöåâûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîåäèíåííûõ ïî óçëî-

Â 



 53 

âûì îêðóæíîñòÿì ñ àïïðîêñèìàöèåé ïåðåìåùåíèé â íàïðàâëåíèè íîðìàëè, êîëü-
öåâîì è ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèÿõ â âèäå ïîëèíîìîâ îò ðàäèàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ è 
ðÿäîâ Ôóðüå â êîëüöåâîì íàïðàâëåíèè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåëè-
íåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, ïîëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Ïðè ýòîì â 
âûðàæåíèè ýíåðãèè äåôîðìàöèè óäåðæèâàþòñÿ íåëèíåéíûå ÷ëåíû îòíîñèòåëüíî 
ïåðåìåùåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ, âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó, êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ [3-6] èõ ó÷åò î÷åíü ñóùåñòâåíåí äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Â âûðàæåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ó÷èòûâàåòñÿ 
âëèÿíèå èíåðöèè âðàùåíèÿ. 

Åñòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ çàäà÷ [4]. Â äàííîé ðàáîòå 
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåëèíåéíûå ÷ëåíû ïîìå-
ùàþòñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äîïîëíèòåëü-
íûå îáîáùåííûå ÷ëåíû, âû÷èñëÿåìûå ïî çíà÷åíèÿì îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, ïîëó-
÷åííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå íàãðóæåíèÿ èëè ïî ýêñòðàïîëèðîâàííîìó çíà÷åíèþ 
îáîáùåííîãî ïåðåìåùåíèÿ, âû÷èñëåííîìó ïî ðåçóëüòàòàì íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ 
øàãîâ íàãðóæåíèÿ, ïî ôîðìóëàì: 

Âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè îðòîòðîïíîé îáîëî÷êè ìîæíî âûïèñàòü â 
âèäå 
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Ïîñëå ïîñòàíîâêè âûðàæåíèé äëÿ äåôîðìàöèé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè â óðàâ-
íåíèå (1) ýíåðãèþ äåôîðìàöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

= +U U Uл н                                                                                                          (2) 

ãäå лU - ëèíåéíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè, îíà ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (6) è 

нU - íåëèíåéíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè, îáóñëîâëåííàÿ íåëèíåéíîñòüþ â ñîîò-

íîøåíèÿõ «äåôîðìàöèè-ïåðåìåùåíèÿ» [7] . 
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Â óðàâíåíèÿõ (3) îáîçíà÷åíî εs , εθ , ε θs  äåôîðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 

ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì; , ,χ χ χθ θs s  - äåôîðìàöèè êðèâèçíû; 

,13 23е e  - óãëû ïîâîðîòà âîêðóã êîîðäèíàòíûõ ëèíèé; r – ðàäèóñ îáîëî÷êè; 

,φ φθs  - óãëû íàêëîíà ìåðèäèàíà ê îñè îáîëî÷êè, è óãîë â îêðóæíîì íàïðàâëå-

íèè; 33ε  - «êðó÷åíèå» ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. 
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Ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (4)  âûäåëèâ ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå 
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Â ôîðìóëàõ (5-8) âåðõíèé èíäåêñ U îáîçíà÷àåò êâàäðàòè÷íóþ ñîñòàâëÿþùóþ 

îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé â âûðàæåíèè ýíåðãèè äåôîðìàöèè, ïðè ïîäñòàíîâêå â 
óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (6) ýòà ñîñòàâëÿþùàÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè îáðàçóåò ëèíåé-
íóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. 

Ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè ïðåäñòàâëåííàÿ â óðàâíåíèÿõ (7) è (8) îáðàçóþò íåëèíåé-
íûå ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî, êóáè÷åñêîå è ÷åòâåðòîé ñòåïåíè â âûðàæåíèè 
ýíåðãèè äåôîðìàöèè. Ïðè ïîäñòàíîâêå ó óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (9) îïðåäåëÿþò 
êâàäðàòè÷íîå è êóáè÷åñêîå íåëèíåéíûå ÷ëåíû îòíîñèòåëüíî îáîáùåííûõ ïåðåìå-
ùåíèé. Êàê ïîêàçàëè ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ó÷åò êóáè÷åñêèõ íåëèíåéíûõ 
ñîñòàâëÿþùèõ â âûðàæåíèè ýíåðãèè äåôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè ðå-
øåíèè çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòîâåðíîãî ðåøåíèÿ. 
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Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàþùèå íåëèíåéíóþ äèíàìè÷åñêóþ ðåàêöèþ, ïî-
ëó÷àþòñÿ èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (9) è ýòè óðàâíåíèÿ ïðèìåíèìû êàê ê ëèíåéíûì, 
òàê è íåëèíåéíûì ñèñòåìàì. Ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷ëåíû, õàðàêòåðèçóþùèå ýíåðãèþ 
äåôîðìàöèè è ðàáîòó, âûðàæåíû ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàò, è èõ ïðîèçâîäíûå 
âî âðåìåíè è âàðèàöèè. 
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∂ ∂
+ =

• ∂
∂
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q

                                                                                                 (9) 

Ïîäñòàâëÿÿ (5) â (9) è ïåðåíîñÿ â ïðàâóþ ñòîðîíó âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâóþùèå 
íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â âèäå 
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            (10) 

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (10) äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îñåñèììåòðè÷íûõ  êîíå÷íûõ 
ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå (11) ðÿäà Ôóðüå: 
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Ïðè íàõîæäåíèè 3 4
н нU и U  ïåðåìåùåíèå w ïðèíèìàåì â âèäå 
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Ïðè òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ïåðåìåùåíèé óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñïðàâåäëèâî äëÿ 
ëþáîé ãàðìîíèêè, ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ìåæäó ãàðìîíèêàìè, ôèãóðèðóþùèìè â ïî-
ñëåäíåì ÷ëåíå. 

Ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íåò íåîáõîäèìîñòè â ðàçäåëåíèè íà çàäà-
÷ó îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî ÷ëåíàìè … è çàäà÷ó óñ-
òîé÷èâîñòè, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè  èñïîëüçîâàíèè ñòàòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ óñòîé÷è-
âîñòè. Êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðåäåëüíûì òî÷êàì èëè ïî òî÷êàì 
ðàçâåòâëåíèÿ íåëèíåéíîãî ðåøåíèÿ (òî÷êàì áèôóðêàöèè ðåøåíèÿ). 

Òàêîå ðàçëè÷èå ïåðåìåùåíèé äîïóñòèìî èñïîëüçîâàòü, òàê êàê îíè óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè n-1 ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ìåæäó ýëåìåíòàìè, ïðè 
óñëîâèè, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé i-é ïðîèçâîäíîé ïåðåìåùåíèé 
[5]. 

Íåëèíåéíûå ÷ëåíû äëÿ ýëåìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì âçÿòèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ îò âûðàæåíèÿ (7), (8) ýíåðãèè äåôîðìàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîñòÿì 
ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì. 

 Ýòî äàåò äëÿ 3 4+н нU U . 
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                            (13) 

ãäå n – íîìåð ãàðìîíèêè, à m=1,2,…,8. 
Ïðèíÿòûå ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé ïîçâîëÿþò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿõ 

(11) è óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ ïåðèîäè÷íîñòè ïî êîëüöåâîé êîîðäèíàòå θ . 
Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé (11) â óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì 

0 0 0

13 13 23 23
0 0

cos ; cos ; sin ;

cos ; cos ;

θ θ θ θθ θ θ

θ θ

= = =

= =

= = =

= =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

n n n
i i i

s s s s
i i i

n n
i i

i i

e e i e e i e e i

e e i e e i
                                               (14) 

Çäåñü 13 23, , , ,θ θs se e e e e - ëèíåéíûå äåôîðìàöèè è ïîâîðîòû äëÿ ãàðìî-

íèê i ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî îò ìåðèäèîíàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ s. 
Íàïðèìåð, 

( ) ( )2 3
23 1 2 3 4 7 8cosϕα α α α α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i i i i i iie s s s s

r r
                                              (15) 

Ïîñëå ïîñòàíîâêè (…) â (…) ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî äëèíå ïðîèçâîäèòüñÿ íåçàâèñèìî.  

Ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ âîëíîâûìè ÷èñëàìè i. 
j, k ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñóììîé (ðàçíîñòüþ) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ 
âîëíîâûìè ÷èñëàìè  



 57 

k-j-i, k-j+i, k+j+i                                                                                       (16) 

[ ]

[ ]

[ ]

1cos cos cos cos( ) cos( ) cos( ) cos( )
4

1sin sin sin cos( ) cos( ) cos( ) cos( )
4
1cos sin sin cos( ) cos( ) cos( ) cos( )
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θ θ θ θ θ θ θ
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k [ ]1cos sin cos( ) cos( ) cos( ) cos( )
4

θ θ θ θ θ θ θ= − − − − + + + − − + +j i k j i k j i k j i k j i

   (17) 

ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè ðàâåíñòâå íóëþ ñîîòíîøåíèé (16). 
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíè òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. 

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷ëåíîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè âûðàæåíèÿ (8) îáðàçóþò 
ñòðóêòóðû.  

[ ]
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[ ]

[ ]
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8
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                    (18) 

1 cos( ) , 2 cos( ) , 3 cos( ) ,
4 cos( ) , 5 cos( ) , 6 cos( ) ,
7 cos( ) , 8 cos( ) .

θ θ θ
θ θ θ
θ θ

= − − − = − − + = − + −
= − + + = + − + = + − +
= + + − = + + +

H k j i n H k j i n H k j i n
H k j i n H k j i n H k j i n
H k j i n H k j i n

            (19) 

Âûðàæåíèÿ (19) îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé, ÷òî è äëÿ âû-
ðàæåíèÿ (17). Òî åñòü åñëè 0± ± ± =k j i n , è ðàâíû íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. 

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû ïî óãëó θ  ìîæíî âû÷èñëèòü òî÷íî, òîãäà êàê èíòåã-
ðèðîâàíèå ïî äëèíå ýëåìåíòà âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî îïåðàöèé è òðåáóåò áîëüøîãî 
îáúåìà ïàìÿòè íà êîìïüþòåðå. Ïîýòîìó â âû÷èñëèòåëüíîé ïðîãðàììå áûëî ñäåëà-
íî äîïóùåíèå î òîì, ÷òî èíòåãðàëû ïî äëèíå ìåðèäèàíà ýëåìåíòà âû÷èñëÿþòñÿ ïó-
òåì ðàçáèåíèÿ ýòîãî ìåðèäèàíà íà îòäåëüíûå ó÷àñòêè. 

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (14) è ïîäñ÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèè â öåíòðå ýëåìåíòà, 
ïîëó÷àåì ëèíåéíûå äåôîðìàöèè 13 23, , , ,θ θ

i i i i i
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Ïîäñòàâëÿÿ (15) â (13),  è èñïîëüçóÿ ïðèåì èíòåãðèðîâàíèÿ  ó÷àñòêà ïî êîîðäè-
íàòå, èçìåíÿþùåéñÿ â ìåðèäèîíàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷àåì, 
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 (21) 

ãäå rm – çíà÷åíèå ðàäèóñà â ñåðåäèíå ýëåìåíòà, 13 23, , , ,θ θ
i i i i i
s se e e e e  çíà÷åíèÿ ëèíåéíûõ 

äåôîðìàöèé âû÷èñëåííûå â ñðåäíåé òî÷êå ýëåìåíòà (ñì. (20)) 
Èíäåêñû êîíñòàíò Ñ1,  Ñ2, G1 óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ýòà êîíñòàíòà óìíîæåíà íà 

èíòåãðàë îò íåêîòîðîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Òàê, íàïðèìåð 
2

1
0

cos cos cos cos
π

θ θ θ θ θ= ∫ijknС C i j k n d                                                                    (22)                    

2

1
0

cos sin sin sin
π

θ θ θ θ θ
− − −

= ∫i j k nС C i j k n d                                                                    (23) 

÷åðòà íàä i, j, k èëè n îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ êîñèíóñà äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà 
ôóíêöèþ ñèíóñà, ò.å. 
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{ } ( ) { } ( )
3 3

3 13 23 3 13 23

1
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, , ,

σ ε θ

σ τ τ ε χ χ

=

= =

∫∫U rdrd
                                                                      (24) 

1.1 Ìàòðèöà ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè 
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè è äèíàìèêè ïðåäíàïðÿæåííûõ êîíñòðóêöèé â 

ëèíåàðèçîâàííîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü ìàòðèöó ãåîìåòðè÷åñêîé æåñò-
êîñòè. 

Ìàòðèöà ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííóþ ÷àñòü 
íåëèíåéíîé êîìïîíåíòû U3 ýíåðãèè äåôîðìàöèè, ïîëó÷åííóþ ïóòåì ââåäåíèÿ äî-
ïóùåíèÿ î òîì, ÷òî èçâåñòíà çàâèñèìîñòü âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ îò äåéñò-
âèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê. Ëèíåàðèçîâàííóþ ÷àñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå 
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θ θθθ

ν θ θν β ν βθ θν ν φθ θ

= + +∫∫ ∫∫

+
+ + + −∫∫−

U N e rdsd N e rdsdg s

M Mss s ss rdsde e es s ts s

                           (25) 
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×åðåç , , ,θθ θθN N M Mss ss  - îáîçíà÷åíû íà÷àëüíûå óñèëèÿ è ìîìåíòû, φ  - 

óãîë â ìåðèäèîíàëüíîì íàïðàâëåíèè. 
Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî îáîáùåííûì ïåðåìåùåíèÿì, ïîëó÷èì ìàò-

ðèöó ãåîìåòðè÷åñêîé æåñòêîñòè [ ]GК   

{ }2
∂

⎡ ⎤=
⎣ ⎦∂

Ug K qGq
                                                                                             (26) 

1.2 Âåêòîð âíåøíèõ ñèë 
Âåêòîð âíåøíèõ ñèë õàðàêòåðèçóåò ðàáîòó âíåøíèõ ïîâåðõíîñòíûõ íàãðóçîê íà 

âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèÿõ è íàõîäèòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà èç âû-
ðàæåíèÿ 

{ }{ }= ∫W P u dA                                                                                                   (27) 

ãäå { } { },P u  âåêòîð âíåøíèõ ñèë è âåêòîð ïåðåìåùåíèé. 

Âåêòîð âíåøíèõ ñèë îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (27) 
ïî îáîáùåííûì ïåðåìåùåíèÿì. 

∂
= −

∂i
i

WT
q

                                                                                                           (28) 

1.3    Ìàòðèöà ìàññ 
Ïðè ðåøåíèè äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ñèëó èíåðöèè êîíñò-

ðóêöèè. Ýòó ôóíêöèþ â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåò ìàòðèöà ìàññ. Åñëè 

ìàòåðèàë èìååò ïëîòíîñòü ρ  è ïîëå ñêîðîñòåé çàäàåòñÿ âåêòîðîì , ,
• • •
u v w . Òîãäà 

êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ êîíñòðóêöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

1
2

ρ β βθ θ
• • •⎛ ⎞
⎜ ⎟= + + + +∫ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

T u v w I I dVs s                                                                      (29) 

ãäå , θsI I - ìîìåíòû èíåðöèè ñå÷åíèÿ; , θβ βs  - óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè. 

Ïîäñòàâëÿÿ ïåðåìåùåíèÿ u, v, w èç óðàâíåíèÿ (11) â ñîîòíîøåíèå (29), ïîëó÷àåì 
2 2

2 2 21 ( )
2

ρ ϕ ϕ β β θθ θ θ θ

⎛ ⎞• • •⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫T u z u z w I I Rdsds s

                                    (30) 

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷å÷íîé êîíñòðóêöèè ñîñòîÿùåé èç 
ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì 
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñëîåâ.  

Ìàòðèöà ìàññ îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïî 
îáîáùåííûì ñêîðîñòÿì 

[ ]
••⎧ ⎫∂ ⎪ ⎪= ⎨ ⎬• ⎪ ⎪⎩ ⎭∂

T M q

q

                                                                                                       (31) 

òî÷êà íàä áóêâîé çäåñü è äàëåå îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè. 

ãäå [ ] 2 2 2
θ θβ β

• • • • •

•

⎧ ⎫∂ ⎛ ⎞= + + + + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭∂

∫∫ s sМ u v w I I dA
q

  ìàòðèöà ìàññ 

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ ìíîãîñëîéíûõ îáî-
ëî÷åê â ìåòîäå ïðèâåäåííûõ æåñòêîñòåé. 
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Ìàòðèöû óïðóãèõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ îðòîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, îñè îðòîòðî-
ïèè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò, ïðè ïëîñêîíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè 
èìåþò âèä 
{ } [ ] { }σ ε= E                                                                                                       (32) 
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Óðàâíåíèå (32) ïîñëå ïîäñòàíîâêè ñîîòíîøåíèé  

{ } { } { }0ε ε= + z k                                                                                                 (33) 

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 

{ } { } { }0σ ε
− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
Q z Q k                                                                                     (34) 

ãäå { }0ε   - äåôîðìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, { }0k   - èçìåíåíèÿ êðèâèçíû. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
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                                                      (35) 

Ïðîèíòåãðèðóåì âûðàæåíèå (35) ïî òîëùèíå îáîëî÷êè, òîãäà óñèëèÿ è ìîìåíòû 
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê  

0ε⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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                                                                                            (36) 

{ } / 2 2, , (1, , ) ( , 1,2,6)
/ 2

= =∫
−

h
A B C Q z z dz i jij ij ij ijh

                                            (37) 

Åñëè êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû (32) ïîñòîÿííû â êàæäîì èç ñëîåâ ïàêåòà, òî, 
ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (37), ïîëó÷èì 
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                                                                  (38) 
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, ,A B Dij ij ij  - âûðàæàþò ñîîòâåòñòâåííî ìåìáðàííûå, èçãèáíî-ìåìáðàííûå è èç-

ãèáíûå æåñòêîñòè 
Ìàòðèöà óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 
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ãäå , ТЕ Е  ìîäóëè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè, ñîîòâåòñòâåííî. 

 
Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòà ñ àâòî-

ìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà íàãðóæåíèÿ ïî çàäàííîé òî÷íîñòè. Çà íà÷àëüíûé ïðîãèá 
ïðèíèìàåòñÿ âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷åííûé èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò êîëåáàíèé ïëàñòèíêè èäåíòè÷íîé èññëåäóåìîé è óìåíüøåííîé ñòðåëå ïðî-
ãèáà â 10-8 ðàç. È òàê êàê íà÷àëüíûé ïðîãèá íå âëèÿåò íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò [8] â 
êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðîãèáà ïðèíèìàåòñÿ ïåðâàÿ ôîðìà êîëåáàíèé ïëîñêîé êîëü-
öåâîé ïëàñòèíêè. Ðåøåíèå çàäà÷è áîëüøèõ ïåðåìåùåíèé è äåôîðìàöèé ðàñïàäà-
åòñÿ íà íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ïðè äîñòèæåíèè ïðîãèáîâ ïîðÿäêà òîëùèíû ïëàñòèíêè 
îò èñõîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöû ìàññ, æåñòêîñòè è âåêòîð îáîáùåííûõ âíåøíèõ 
ñèë ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ è èçìåíèâøåéñÿ ãåîìåòðèè ïëàñòèíû. 

 
 
 

Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà ìíîãîñëîéíîãî ïàêåòà 
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Ðèñ. 2. Äåôîðìàöèÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíêè ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñíîé íàãðóçêè 

 
Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàåòñÿ äî ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíû. Çà  êðè-

òåðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàåòñÿ íàãðóçêà, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðåçêîå 
âîçáóæäåíèå ãàðìîíèêè îòëè÷íîé îò íóëåâîé. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ áûëè èñïîëü-
çîâàíû ïðè ðàñ÷åòå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ îòáîðòîâêè, âûòÿæêè áåç ïðèæèìà è 
âûòÿæêå â ìàòðèöå ñ êîíè÷åñêèì çàõîäîì. Íàáëþäàëîñü ñîãëàñîâàíèå òåîðåòè÷å-
ñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [1, 2] ðåçóëüòàòîâ. Ñòåïåíü äåôîðìàöèè äî ïîòåðè óñ-
òîé÷èâîñòè â îïåðàöèÿõ ãëóáîêîé âûòÿæêè, ïî ñðàâíåíèåì ñî ñòàòè÷åñêîé, óâåëè-
÷èëàñü íà 15-20%, à â îïåðàöèÿõ îòáîðòîâêè äî 50%. Â ýêñïåðèìåíòàõ, äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ìåõàíèçìà äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèìåíÿëàñü âûñîêîñêîðîñò-
íàÿ ñúåìêà ñî ñêîðîñòüþ 120000 êàäðîâ â ñåêóíäó. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì èññëå-
äîâàíèÿ ÿâèëàñü âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òîíêî-
ñòåííûõ ïëàñòèíîê è îáîëî÷åê ïðè áîëüøèõ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèÿõ â óñëîâèÿõ 
äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ. 

Ñðàâíèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñòàòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâàíèþ çàãîòîâîê 
äàâëåíèåì ðåçèíû ïîêàçàëè, ÷òî èìïóëüñíîå íàãðóæåíèå ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ïðå-
äåëüíóþ ñòåïåíü äåôîðìàöèè äî ðàçðóøåíèÿ íà (50-90)%. 

Ðàñõîæäåíèå âñåõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 
çàäà÷, êàê ïðàâèëî, íå  ïðåâûøàëî (10-20)%. 

Âûâîäû 
1. Èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìà äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí è îáîëî-

÷åê ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòü èì ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ïðåäåëüíîé ñòåïåíè äåôîðìàöèè 
äî ðàçðóøåíèÿ èëè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. 

2. Àíàëèòè÷åñêèé ìåõàíèçì äåôîðìèðîâàíèÿ öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ 
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