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îèñê òåõíîëîãèé ïîçâîëÿþ-
ùèõ èñïîëüçîâàòü ýíåðãèþ 

èñòî÷íèêîâ, àëüòåðíàòèâíûõ îáùå-
ïðèíÿòûì ðåñóðñàì: ïðèðîäíîãî òîï-
ëèâà, ÿäåðíîé ýíåðãèè, ãèäðîðåñóð-
ñàì ÿâëÿåòñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðè-
îðèòåòíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ 
îòå÷åñòâåííîé ôóíäàìåíòàëüíîé è 
ïðèêëàäíîé íàóê. Â ýòîé ñâÿçè, èíòå-
ðåñ ê òåõíîëîãèÿì, ïîçâîëÿþùèì èç-
âëåêàòü è óòèëèçèðîâàòü òåïëîòó ãåî-
òåðìàëüíûõ èñòî÷íèêîâ, îñòàåòñÿ ñòà-
áèëüíî âûñîêèì.  

Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëè ïðèïîâåðõ-
íîñòíûå ãåîòåðìàëüíûå ñèñòåìû. Òà-
êèå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò ñîçäàâàòü 
àâòîíîìíûå óñòàíîâêè òåïëîñíàáæå-
íèÿ ïîìåùåíèé èíäèâèäóàëüíîãî è 
êîììóíàëüíîãî õàðàêòåðà. 

Ôèçè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î 
êîíäóêòèâíîì òåïëîîáìåíå. Äàí-
íàÿ ðàáîòà ïðèâîäèò ðåçóëüòàòû ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðî-
öåññà êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà â 
ïðèïîâåðõíîñòíûõ ãåîòåðìàëüíûõ óñ-
òàíîâêàõ.  

Ïðèíöèïèàëüíîå óñòðîéñòâî ñêâà-
æèííîãî òåïëîîáìåííèêà ïðèïîâåðõ-
íîñòíîé ãåîòåðìàëüíîé óñòàíîâêè 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé U – îáðàçíþ 
òðóáêó, ïîìåùåííóþ â ñêâàæèíó, íà-
õîäÿùóþñÿ â íåîãðàíè÷åííîì íåïðî-
íèöàåìîì ìàññèâå ãîðíûõ ïîðîä (ðèñ. 
1 è 2). Ìåæäó ñòåíêîé îáñàäíîé êî-
ëîííû ñêâàæèíû è òðóáîé íàõîäèòñÿ 

ñëîé çàñûïêè. Òåïëîôèçè÷åñêèå 
ñâîéñòâà çàñûïêè ïðàêòè÷åñêè íå îò-
ëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ïîðîäíîãî ìàñ-
ñèâà. Òåïëîíîñèòåëü äâèæåòñÿ ïî òðó-
áå ñî ñêîðîñòüþ u. Òåïëîîáìåí ïðî-
èñõîäèò âî âðåìÿ äâèæåíèÿ òåïëîíî-
ñèòåëÿ âíèç ïî òðóáå. Íà ðèñ. 2 ýòîò 
ó÷àñòîê îòìå÷åí íåçàøòðèõîâàííîé 
îáëàñòüþ. Çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü 
òðóáû ñîîòâåòñòâóåò òåïëîèçîëèðî-
âàííîìó ó÷àñòêó, íà êîòîðîì òåïëî-
îáìåí ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé îòñóò-
ñòâóåò. Òåïëîíîñèòåëü ïîñòóïàåò â 
òðóáó ñ òåìïåðàòóðîé íèæå òåìïå-
ðàòóðû îêðóæàþùèõ ïîðîä. Íà íà-
÷àëüíîì íå òåïëîèçîëèðîâàííîì 
ó÷àñòêå îí íàãðåâàåòñÿ è ÷åðåç òåï-
ëîèçîëèðîâàííûé ó÷àñòîê âîçâðàùà-
åòñÿ íàâåðõ.  

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïðîöåññ 
òåïëîîáìåíà íîñèòåëÿ ñ îêðóæàþ-
ùåé ñðåäîé ïðè åãî äâèæåíèè âíèç 
ïî íåòåïëîèçîëèðîâàííîìó ó÷àñòêó 
òðóáû. Òåïëîâûì ñîïðîòèâëåíèåì 
ñòåíêè òðóáû ïðåíåáðåãàåì. Ïî-
ñêîëüêó ñêâàæèíà îêðóæåíà ïðàêòè-
÷åñêè íåîãðàíè÷åííûì ïîðîäíûì 
ìàññèâîì, åãî òåïëîîáìåí ñ ïîòîêîì 
òåïëîíîñèòåëÿ, äâèæóùåãîñÿ ïî òðó-
áå òåïëîîáìåííèêà, ÿâëÿåòñÿ íåñòà-
öèîíàðíûì, ñ ïîñòåïåííî óáûâàþ-
ùåé èíòåíñèâíîñòüþ òåïëîïåðåíîñà 
â çîíå òåïëîîòáîðà. Àìïëèòóäà, òåì-
ïåðàòóðíîãî âîçìóùåíèÿ çàòóõàåò ïî 
ìåðå óäàëåíèÿ îò ãðàíèö ðàçäåëà 
òâåðäîé è æèäêîé ôàç. 

Ï 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîíäóê-
òèâíîì òåïëîîáìåíå. Ðàññìîòðèì 
öèëèíäðè÷åñêèé êàíàë ïîìåùåííûé â 
ñðåäó ñ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé 

ПT const= (ðèñ. 3). Íà âíóòðåííåé ãðà-
íèöå ñ ðàäèóñîì R1 ïðîèñõîäèò òåï-
ëîîáìåí. Ñðåäà (ìàññèâ ãîðíûõ ïî-
ðîä) íåïðîíèöàåìà. Òåïëîîáìåí íà 
ãðàíèöå öèëèíäðà è ñðåäû ïîä÷èíÿ-
åòñÿ çàêîíó Íüþòîíà (ãðàíè÷íûå óñ-
ëîâèÿ III ðîäà) [1]. Òåìïåðàòóðà òåï-
ëîíîñèòåëÿ ( , )t x τ  çàâèñèò îò êîîðäè-
íàòû x îòñ÷èòûâàåìîé âäîëü êàíàëà è 
îò âðåìåíè τ. Íà âõîäå â êàíàë ïðè 
õ = 0 òåìïåðàòóðà çàäàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé è ðàâíîé (0, )t τ = t0 = const. Â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òåìïåðàòó-
ðà òåïëîíîñèòåëÿ â êàíàëå ðàâíà 
òåìïåðàòóðå îêðóæàþùåé ñðåäû  
( ,0)t x = TÏ. 

 

Âíóòðè êàíàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ 
êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ òåïëà â æèä-
êîñòè. Â ìàññèâå ãîðíûõ ïîðîä - êîí-
äóêòèâíûé ïåðåíîñ òåïëà. Â ëþáîé 
ìîìåíò âðåìåíè τ  â ìàññèâå ãîðíûõ 
ïîðîä èìååòñÿ íåñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû T= ( , , )T x r τ  
ïî ðàäèóñó r è ïî äëèíå õ, êîòîðîå 
ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. 

Â êàíàëå - íåñòàöèîíàðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû òåïëîíîñè-

 
 
 

 
Ðèñ. 3. Ñõåìà òåïëîîáìåííèêà ïðèïî-
âåðõíîñòíîé ãåîòåðìàëüíîé óñòàíîâêè: 
x -  âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà, r – ðàäèàëü-
íàÿ êîîðäèíàòà 

 

 

Ðèñ. 1. Ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ïðèïî-
âåðõíîñòíîé ãåîòåðìàëüíîé óñòàíîâ-
êè: 1 - íàãíåòàòåëüíàÿ òðóáà, 2 – ñêâàæè-
íà, 3 - çàñûïêà ìåæäó òðóáîé è ñêâàæèíîé 
(ïåñîê-âîäà), R1 – ðàäèóñ íàãíåòàòåëüíîé 
òðóáû, Tï – òåìïåðàòóðà ïîðîä 

Ðèñ. 2. Ïðîäîëüíîå ñå÷åíèå ïðèïî-
âåðõíîñòíîé ãåîòåðìàëüíîé óñòàíîâêè: 
d1 – äèàìåòð íàãíåòàòåëüíîé òðóáû, d2 – 
äèàìåòð ñêâàæèíû, u – ñêîðîñòü òå÷åíèÿ òå-
ïëîíîñèòåëÿ, Tï – òåìïåðàòóðà ïîðîä 

2R 1 

1 

2 

3
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òåëÿ t  = ( , )t х τ  ïî äëèíå õ, êîòîðîå 
òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ. Îòìå-
òèì, ÷òî çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû â 
êàíàëå îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà êàíà-
ëà íå ó÷èòûâàëîñü.  

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðî-
öåññà êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìå-
íà. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå äëÿ òåìïåðàòóðû òåïëîíî-
ñèòåëÿ â òðóáå çàïèøåòñÿ [2,3]: 

1 1
1 1

( , ) ( , )

( ( , ) ( , , )).

t х t хu
x

t х T R x
c

τ τ
τ
σ α τ τ
ρ

∂ ∂
+ =

∂ ∂

= −
,               (1) 

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ 
òåìïåðàòóðû â ìàññèâå ãîðíûõ ïîðîä, 
îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òåïëîïðî-
âîäíîñòè, êîòîðîå â öèëèíäðè÷åñêèõ 
êîîðäèíàòàõ èìååò âèä: 

2
2

2
2 2

( , , ) ( , , ) 1 ( , , )T x r T x r T x r
c r r r

λτ τ τ
τ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                                                      (2) 

Íà÷àëüíîå óñëîâèå  

0(0, )t tτ = ,    ( , ,0) ПT x r T=  

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå  

1
2 1

1

( )
r R

r R

T t T
r

λ α
=

=

∂
− = −

∂
 

Çäåñü u – ñêîðîñòü òå÷åíèÿ òåïëî-
íîñèòåëÿ ïî òðóáå, σ = 2/R1 îòíîøå-
íèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè òåïëîíîñè-
òåëÿ ê åãî îáúåìó, R1 – ðàäèóñ òðóáû, 
α1 −  êîýôôèöèåíò òåïëîîòäà÷è ãðà-
íèöû ðàçäåëà òåïëîíîñèòåëÿ è ïîðî-
äû êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìû è 
òåïëîâûìè ñâîéñòâàìè çàñûïêè, ρ1, c1 
- ïëîòíîñòü è òåïëîåìêîñòü òåïëîíî-
ñèòåëÿ, τ  – âðåìÿ, t -òåêóùàÿ òåìïå-
ðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ, T - òåìïåðàòó-
ðà â ìàññèâå ãîðíûõ ïîðîä, x – êîîð-
äèíàòà âäîëü òðóáû, r – òåêóùèé ðà-
äèóñ, λ2, c2, ρ2- òåïëîïðîâîäíîñòü,  

óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü è ïëîòíîñòü 
ïîðîä â ìàññèâå. 

Òàê êàê òåïëîîáìåí ìåæäó òåïëî-
íîñèòåëåì è ìàññèâîì íà÷èíàåòñÿ ñ 
ìîìåíòà ïðèõîäà ãèäðîäèíàìè÷åñêîé 
âîëíû â äàííóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé 
õ, ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà õ, τ∗=τ 
– x/u. 

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåìà 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðà-
íè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàïè-
øåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå: 

*
* *

1 1
1 1

( , ) ( ( , ) ( , , ))t xu t x T R x
x c
τ σ α τ τ

ρ
∂

= −
∂

 (3) 

*

*

2 * *
2

2
2 2

( , , )

( , , ) 1 ( , , )

T x r

T x r T x r
c r r r

τ
τ

λ τ τ
ρ

∂
=

∂
⎛ ⎞∂ ∂

= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

     (4) 

ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ãðàíèöå ïîðîä  

1
2 1

1

( )
r R

r R

T t T
r

λ α
=

=

∂
− = −

∂
,                   (5) 

íà÷àëüíîå óñëîâèå 

0(0, ) , ( , ,0) Пt t T x r Tτ = = .                     (6) 

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå 
ïðîöåññà êîíäóêòèâíîãî òåïëî-
îáìåíà. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà 
êîíäóêòèâíîãî òåïëîîáìåíà çàêëþ÷à-
ëîñü â ñîãëàñîâàííîì ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé (3),(4) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè-
åì (5) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6). 

Íà ðèñ. 4 ïðèâîäèòñÿ ñåòêà 
÷èñëåííîé çàäà÷è. Òðóáà âåðòè-
êàëüíî ðàñïîëîæåíà â ïîðîäå. Êî-
îðäèíàòà x îòñ÷èòûâàåòñÿ âäîëü òðó-
áû â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, êî-
îðäèíàòà r îòñ÷èòûâàåòñÿ  â ãîðèçîí-
òàëüíîì íàïðàâëåíèè. Èíäåêñ íóìå-
ðóþùèé óçëû ñåòêè ïî îñè x îáîçíà-
÷èì i, à èíäåêñ íóìåðóþùèé óçëû ñåò-
êè âäîëü îñè r – j, èíäåêñ íóìåðóþùèé 
ìîìåíòû âðåìåíè îáîçíà÷èì k. Íà-
÷àëüíàÿ òî÷êà îñè x ñîîòâåòñòâóåò ïî-
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âåðõíîñòè çåìëè è îáîçíà÷àåòñÿ x0, êî-
íå÷íàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò êîíöó òðó-
áû è îáîçíà÷àåòñÿ xmax. Äëèíà òðóáû 
ñîîòâåòñòâóåò íå òåïëîèçîëèðîâàí-
íîìó ó÷àñòêó òðóáû òåïëîîáìåííèêà. 
Íà÷àëüíàÿ òî÷êà âäîëü îñè r ñîîòâåò-
ñòâóåò ñòåíêå òðóáû è îáîçíà÷àåòñÿ r0 . 
Øàãè ñåòêè âäîëü îñè x è âäîëü îñè r 
îáîçíà÷àþòñÿ ∆x è ∆r ñîîòâåòñòâåííî è 
çàäàþòñÿ íåçàâèñèìî. Ïðîöåäóðà ïåðå-
õîäà ê êîíå÷íûì ðàçíîñòÿì àíàëîãè÷íà 
òîé, ÷òî îïèñàíà â [4]. 

Ïåðâîå óðàâíåíèå ðåøàåìîé ñèñ-
òåìû, áóäó÷è çàïèñàíî â êîíå÷íûõ 
ðàçíîñòÿõ, èìååò âèä: 

* *
1

*
1 0

1 1

( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , , ))

i k i k

i k i k

t x t x
u

x

t x T x r
c

τ τ

σ α τ τ
ρ

+ −
=

∆

= −
            (7) 

âòîðîå óðàâíåíèå: 
* *

1 2
*

2 2

* * *
1 1

2

( , , ) ( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
(

i j k i j k

i j k i j k i j k

T x r T x r
c

T x r T x r T x r
r

τ τ λ
τ ρ

τ τ τ

+

+ −

−
= ×

∆

− +
× +

∆
* *

1( , , ) ( , , )1 )i j k i j k

j

T x r T x r
r r

τ τ+ −
+

∆
.             (8) 

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä: 
* *

1 0
2

*
1 0

( ( , , ) ( , , ))

( ( , ) ( , , ))

k ki i

i k i k

T x r T x r
r

t x T x r

τ τ
λ

α τ τ

−
− =

∆
= −

.           (9) 

 
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò 

âèä:  
*

0 0( , )kt x tτ = ïðè ëþáûõ k, *
0( , , )i j ПT x r Tτ =  

ïðè ëþáûõ i, j.  
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñ-

òåìû ìû ìîæåì ïîëó÷èòü: 
*

1

* *
1 0

1 1

( , )

( ( , ) ( , , )) ( , )

i k

i k i k i k

t x
x t x T x r t x

c u

τ
σ α τ τ τ

ρ

+ =
∆

= − +
, 

                                 (10) 
èç âòîðîãî: 

*
* 2

1
2 2

* * *
1 1

2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
(

i j k

i j k i j k i j k

T x r
c

T x r T x r T x r
r

λ τ
τ

ρ

τ τ τ

+

+ −

∆
= ×

− +
× +

∆
* *

1

*

( , , ) ( , , )1 )

( , , )

i j k i j k

j

i j k

T x r T x r
r r

T x r

τ τ

τ

+ −
+ +

∆

+

 

                      (11) 
Ãðàíè÷íîå æå óñëîâèå äàåò íàì:  

* *
0 1

*
1 0

2

( , , ) ( , , )

( ( , ) ( , , ))

i k i k

i k i k

T x r T x r
r t x T x r

τ τ

α τ τ
λ

= +
∆

+ −
.            (12) 

Ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ìîäåëè-
ðîâàòü âðåìåííóþ äèíàìèêó òåìïå-
ðàòóðíîãî ïîëÿ ïîðîä ñîïðîâîæ-
äàþùóþ äâèæåíèå òåïëîíîñèòåëÿ â 
òðóáå à òàêæå ìîäåëèðîâàòü èçìåíå-
íèå òåìïåðàòóðû ñàìîãî òåïëîíîñè-
òåëÿ ïî ìåðå åãî äâèæåíèÿ. Ïðîöåññ 
íåïðåðûâíîãî ïåðåìåùåíèÿ òåïëî-
íîñèòåëÿ äèñêðåòèçèðóåòñÿ. Ñ÷èòà-
åì, ÷òî òåïëîíîñèòåëü äâèãàåòñÿ 
âäîëü îñè X äèñêðåòíî ñ øàãîì ∆x. 
Ïðè ýòîì òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòå-
ëÿ ìåíÿåòñÿ, è ýòî èçìåíåíèå çàäà-
åòñÿ ôîðìóëîé (10). Ñîïóòñòâóþùåå 

 
 

Ðèñ. 4. Ñåòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ÷èñëåí-
íîé ìîäåëè ïðîöåññà êîíäóêòèâíîãî 
òåïëîîáìåíà 
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èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ñòåíêè òðó-
áû äàåòñÿ ôîðìóëîé (12). Ïî ôîð-
ìóëå (11) ðàññ÷èòûâàåòñÿ èçìåíåíèå 
âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû â ìàññèâå 
ïîðîä. Ïðè ýòîì øàã ïî âðåìåíè ∆τ* 
áåðåòñÿ ðàâíûì èíòåðâàëó ïðîäâè-
æåíèÿ ôðîíòà òåïëîíîñèòåëÿ íà âå-
ëè÷èíó ∆x. Ñêîðîñòü òåïëîíîñèòåëÿ 

ðàâíà u. Îòñþäà èìååì * x
uτ ∆∆ = . 

Èçíà÷àëüíî òåìïåðàòóðà ìàññèâà 
ïîðîä ðàâíà TÏ. Ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü ðàññ÷èòàòü èçìåíåíèå òåìïå-
ðàòóðû òåïëîíîñèòåëÿ ïðè ïåðâîíà-
÷àëüíîì ïðîõîæäåíèè ãèäðàâëè÷å-
ñêîãî ôðîíòà ïî òðóáå ïî ôîðìóëå 
(10). Î÷åâèäíî, ÷òî ýôôåêòèâíîå 
âðåìÿ *

kτ  áóäåò îäèíàêîâî äëÿ âñåõ 
òî÷åê xi (i=0,1,…imax), çäåñü imax îï-
ðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì øàãîâ ïî ñåòêå è 
çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó 
ýòî *

kτ  ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó ïðè-
õîäà ôðîíòà òåïëîíîñèòåëÿ è íà÷à-
ëó ïðîöåññà òåïëîîáìåíà íà óðîâíå  
xi, ëîãè÷íî îáîçíà÷èòü åãî *

0τ . Òîãäà 
òåìïåðàòóðà â òðóáå ïîëó÷àåòñÿ ïî 
ôîðìóëàì: 

*
1 0

* * *
1 0 0 0 0 0 0 0

1 1

( , )

( ( , ) ( , , )) ( , )

t x
x t x T x r t x

c u

τ
σ α τ τ τ

ρ

=
∆

= − +

* *
2 0 1 1 0

1 1

* *
1 0 0 1 0

( , ) ( ( , )

( , , )) ( , )

xt x t x
c u

T x r t x

στ α τ
ρ

τ τ

∆
= −

− +
              (13) 

* *
0 1 1 0

1 1

* *
1 0 0 1 0

( , ) ( ( , )

( , , )) ( , )

N N

N N

xt x t x
c u

T x r t x

στ α τ
ρ

τ τ

−

− −

∆
= −

− +
.  

Çäåñü N – ÷èñëî óçëîâ íà îñè X. 
Òåìïåðàòóðà *

0 0( , , )iT x r τ áåðåòñÿ ðàâ-
íîé TÏ ïðè ëþáîì i. Çíàÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå ïî ãëóáèíå òåìïåðàòóðû â òðó-
áå ìîæíî ðàññ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå 
ïî ãëóáèíå òåìïåðàòóðû ñòåíêè 
(ôîðìóëà 12). 

* *
0 0 0 0 1 0

* *
1 0 0 0 0 0

2

( , , ) ( , , )

( ( , ) ( , , ))

T x r T x r
r t x T x r

τ τ

α τ τ
λ

= +
∆

+ −

* *
1 0 0 1 1 0

* *
1 1 0 1 0 0

2

( , , ) ( , , )

( ( , ) ( , , ))

T x r T x r
r t x T x r

τ τ

α τ τ
λ

= +
∆

+ −
             (14) 

* *
0 0 1 0

* *
1 0 0 0

2

( , , ) ( , , )

( ( , ) ( , , ))

N N

N N

T x r T x r
r t x T x r

τ τ

α τ τ
λ

= +
∆

+ −
. 

Çíàÿ èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ñòåí-
êè òðóáû ðàññ÷èòûâàåì èçìåíåíèå 
òåìïåðàòóðû ìàññèâà  (11):  

*
* 2

0 1
2 2

* * *
0 1 0 0 0 0 1 0

2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
(

j

j j j

T x r
c

T x r T x r T x r
r

λ τ
τ

ρ

τ τ τ+ −

∆
= ×

− +
× +

∆
* *

0 1 0 0 0 *
0 0

( , , ) ( , , )1 ) ( , , )j j
j

j

T x r T x r
T x r

r r
τ τ

τ+ −
+ +

∆
*

* 2
1 1

2 2

* * *
1 1 0 1 0 1 1 0

2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
(

j

j j j

T x r
c

T x r T x r T x r
r

λ τ
τ

ρ

τ τ τ+ −

∆
= ×

− +
× +

∆
* *

1 1 0 1 0 *
1 0

( , , ) ( , , )1 ) ( , , )j j
j

j

T x r T x r
T x r

r r
τ τ

τ+ −
+ +

∆
 

                                                    (15)           
*

* 2
1

2 2

* * *
1 0 0 1 0

2

( , , )

( , , ) 2 ( , , ) ( , , )
(

N j

N j N j N j

T x r
c

T x r T x r T x r
r

λ τ
τ

ρ

τ τ τ+ −

∆
= ×

− +
× +

∆
* *

1 0 0 *
0

( , , ) ( , , )1 ) ( , , )N j N j
N j

j

T x r T x r
T x r

r r
τ τ

τ+ −
+ +

∆

Çíà÷åíèå èíäåêñà j îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñ-
ëîì øàãîâ ïî îñè r. Â èòîãå ìû ïîëó-
÷àåì ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â 
ìàññèâå ïîðîä íà 1-ì øàãå ïî âðåìå-
íè. Øàã ïî âðåìåíè áåðåòñÿ ðàâíûì 

* x
uτ ∆∆ = . Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû 15 

ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ëþáîìó óçëó 
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ñåòêè â ìàññèâå ïîðîä êðîìå ïåðâîãî 
è ïîñëåäíåãî óçëà. Ïåðâûé óçåë ñåòêè 
ñîîòâåòñòâóåò ñòåíêå åå òåìïåðàòóðà 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 
(14). Â ïîñëåäíåì óçëå òåìïåðàòóðà 
ïðèðàâíèâàåòñÿ ê òåìïåðàòóðå ïîðîä. 
Ïî îêîí÷àíèè ýòèõ âû÷èñëåíèé ìû 
èìååì ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû 
òåïëîíîñèòåëÿ â òðóáå è òåìïåðàòóð-
íîå ïîëå â ïîðîäå ÷åðåç âðåìÿ 

* x
uτ ∆∆ =  ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ôðîí-

òà òåïëîíîñèòåëÿ. Ñëåäóþùèé øàã 
àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó âûøå, íî ïðè 
ýòîì íà âõîäå åãî èñïîëüçóåòñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïîëó÷åííîå 
íà âûõîäå ïðåäûäóùåãî. Ýòîò ïðî-
öåññ ïîâòîðÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çà-
äàííîå ÷èñëî ðàç. 

Âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòóðíîãî 
ïîëÿ. Íàìè òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü 
çàäà÷à îáðàòíàÿ çàäà÷å îõëàæäåíèÿ 
ïîðîä ïðè ïðîêà÷êå òåïëîíîñèòåëÿ 
÷åðåç íàãíåòàòåëüíóþ òðóáó, à èìåííî 
âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ 
ïîðîä ïîñëå îñòàíîâêè ïðîêà÷êè òåï-
ëîíîñèòåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõî-
äèò íàãðåâ ïîðîä â çîíå ïðèëåæàùåé 
ê íàãíåòàëüíîé òðóáå òåïëîîáìåííèêà 
ïîä äåéñòâèåì  òåïëîîáìåíà ñ ïîðî-
äàìè óäàëåííûìè îò íåå è íå ïîä-
âåðãøèìèñÿ îõëàæäåíèþ.  

Â ýòîì ñëó÷àå ïîâåäåíèå ñèñòåìû 
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿ-
ìè: 

óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ 
òåïëîíîñèòåëÿ â òðóáå 

( ) ( )2
1

2
1 1

, , , ,( , , ) 1t x r t x rt x r
c r r r

τ τλτ
τ ρ

⎛ ⎞∂ ∂∂
= +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

                           (16) 

óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïî-
ðîä: 

2
2

2
2 2

( , , ) ( , , ) 1 ( , , )T x r T x r T x r
c r r r

λτ τ τ
τ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

   

                      (17) 

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå 
íàãíåòàòåëüíîé òðóáû: 

( )
11

1 2
11

, , ( , , )

r Rr R

t x r T x r
r r

τ τλ λ
==

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 (18) 

Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îõëàæäåíèÿ 
ìàññèâà ãîðíûõ ïîðîä  ïðåäñòàâëåíû 
íà ðèñ. 5-9. Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû 
äëÿ òåïëîîáìåííèêîâ äëèíîé 200 ì. 
Ðàäèóñ íàãíåòàòåëüíîé òðóáû R1 ñî-
ñòàâëÿåò 0.05 ì. Êîýôôèöèåíò òåï-
ëîîòäà÷è íà ãðàíèöå íàãíåòàòåëüíîé 
òðóáû  α1 = 21 Âò/(ì2×ãðàä). Â íàøåì 
ñëó÷àå â êà÷åñòâå òåïëîíîñèòåëÿ áûëà 
âçÿòà âîäà. Òåìïåðàòóðà òåïëîíîñè-
òåëÿ íà âõîäå â òåïëîîáìåííèê t0 
ðàâíÿåòñÿ 1°C, òåìïåðàòóðà ïîðîä TÏ 
ðàâíÿåòñÿ 10°C. Â òàáëèöå ïðèâîäÿò-
ñÿ ÷èñëåííûå ïàðàìåòðû òåïëîíîñè-
òåëÿ è ïîðîä èñïîëüçîâàííûå â ðàñ-
÷åòàõ. 

 
×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñâîéñòâ  
òåïëîíîñèòåëÿ è ïîðîä 

 Òåïëîïðî-
âîäíîñòü 

λ, 
Âò/(ì×ãðàä) 

Òåïëîåì-
êîñòü 

ñ, 
Äæ/(êã×Ê) 

Ïëîò-
íîñòü 

ρ, 
êã/ì3 

Âîäà 0.57 4190 1000 
Ïî-
ðîäà 

2.5 1300 2400 

 
Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ òåìïå-

ðàòóðíîãî ïîëÿ íà ãëóáèíå 200ì  äëÿ 
ñêîðîñòè ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ 
0.2 ì/c, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäó 
òåïëîíîñèòåëÿ 5.71 ì3/÷àñ (ðèñ. 5) è 
ñêîðîñòè ïðîêà÷êè 0.14 ì/c, ñîîòâåò-
ñòâåííî ðàñõîäà 4.00 ì3/÷àñ (ðèñ. 6) 
ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëå ïðîêà÷êè â òå-
÷åíèå 2 ÷àñîâ îòêëîíåíèå îò èñõîä-
íîé òåìïåðàòóðû ïîðîä ñóùåñòâåííî 
òîëüêî íà ðàññòîÿíèè 5 ðàäèóñîâ íà-
ãíåòàòåëüíîé òðóáû îò åå öåíòðà (25 
ñì). Ýòî ðàññòîÿíèå ïðèìåðíî îäèíà-
êîâî êàê äëÿ ñêîðîñòè ïðîêà÷êè 0.2 . 
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Ðèñ. 5. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âîêðóã òåïëîîáìåííèêà íà ãëóáèíå 
200ì â ðàçíîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà íàãíåòàíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ. Ñêîðîñòü ïðîêà÷-
êè òåïëîíîñèòåëÿ u=0.2 ì/c. α1 =21 Âò/(ì2×ãðàä) 
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Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âîêðóã òåïëîîáìåííèêà íà ãëóáèíå 
200ì â ðàçíîå âðåìÿ ïîñëå íà÷àëà íàãíåòàíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ. Ñêîðîñòü ïðîêà÷-
êè òåïëîíîñèòåëÿ u=0.14 ì/c. α1 =21 Âò/(ì2×ãðàä) 
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Ðèñ. 7. Âîññòàíîâëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïîðîä ïîñëå ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòå-
ëÿ ÷åðåç íàãíåòàòåëüíóþ òðóáó ñî ñêîðîñòüþ 0.2 ì/c â òå÷åíèå 2 ñóòîê. Âðåìÿ 
âîññòàíîâëåíèÿ óêàçàíî ñïðàâà ââåðõó, α1 =21 Âò/(ì2×ãðàä) 
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Ðèñ. 8. Òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ â òðóáå íà ãëóáèíå 200 ì êàê ôóíêöèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ îò öåíòðà íàãíåòàòåëüíîé òðóáû ïîñëå ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ 0.2 ì/ñ â òå÷åíèå 2 ñóòîê. Âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ óêàçàíî ñïðàâà ââåðõó, 
α1 =21 Âò/(ì2×ãðàä) 
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü îáîáùåííîé òåìïåðàòóðû òåïëîíîñèòåëÿ íà âûõîäå èç íà-
ãíåòàòåëüíîé òðóáû ãåîòåðìàëüíîé óñòàíîâêè ãëóáèíîé 200 ì îò ÷èñëà Ôóðüå.  
Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñêîðîñòè ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ ðàâíîé 0.14 ì/ñ, êðè-
âàÿ 2 – 0.2 ì/ñ. Êîýôôèöèåíò òåïëîîáìåíà α1 =21 Âò/(ì2×ãðàä) 

 
òàê è äëÿ ñêîðîñòè 0.14 ì/ñ. Ïîñëå 
ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ â òå÷åíèå 4 
÷àñîâ âîçìóùåíèå òåìïåðàòóðíîãî 
ïîëÿ ïîðîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèÿ ïðèìåðíî ðàâíûå 8 ðàäèóñàì 
íàãíåòàòåëüíîé òðóáû, ÷òî â íàøåì 
ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò 40 ñì.  

Íà ðèñ. 7, 8 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëü-
òàòû ïî ìîäåëèðîâàíèþ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïîðîä è 
òåìïåðàòóðû òåïëîíîñèòåëÿ â íàãíå-
òàòåëüíîé òðóáå. Âèäíî, ÷òî ïîñëå 
äâóõ ñóòîê ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ 
òåìïåðàòóðíîå ïîëå ïîðîä ïî÷òè 
âîññòàíàâëèâàåòñÿ çà ñóòêè. Ïðè 
ýòîì òåìïåðàòóðà òåïëîíîñèòåëÿ â 
òðóáå ðàñòåò 

Íà ðèñ. 9 ïðèâîäèòñÿ çàâèñèìîñòü 
òåìïåðàòóðû òåïëîíîñèòåëÿ íà âûõî-
äå èç íàãíåòàòåëüíîé òðóáû òåïëîîá-

ìåííèêà îò ÷èñëà Ôóðüå 2
1

aFo
R

τ⋅
= [1], 

ãäå a
c
λ
ρ

=  - òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè 

òåïëîíîñèòåëÿ, à R1 – ðàäèóñ íàãíåòà-
òåëüíîé òðóáû. Íàèáîëåå ñóùåñòâåí-
íûå èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû òåïëîíî-
ñèòåëÿ ïðîèñõîäÿò íà íà÷àëüíîì ýòà-
ïå ïðîõîæäåíèÿ òåïëîíîñèòåëÿ ïî 
òðóáå. Ýòîò ó÷àñòîê ñîîòâåòñòâóåò 
íàèáîëåå ýôôåêòèâíîìó òåïëîñúåìó. 
Â äàëüíåéøåì òåìïåðàòóðà ìåíÿåòñÿ 
ìàëî è ðåæèì òåïëîîáìåíà íîñèò 
ïî÷òè ñòàöèîíàðíûé õàðàêòåð. Õà-
ðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ôóðüå, êî-
ãäà èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû òåïëîíî-
ñèòåëÿ ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè, ñîñòàâëÿ-
þò îò 2 äî 4.     

Âûâîäû  
Âûïîëíåííîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìî-

äåëèðîâàíèå ïðîöåññà êîíäóêòèâíîãî 
òåïëîîáìåíà â ïðèïîâåðõíîñòíûõ 
ãåîòåðìàëüíûõ óñòàíîâêàõ ïîêàçàëî, 
÷òî çà âðåìÿ ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ 

Θ= 0

0 П

t t
t T
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−
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íå ïðåâûøàþùåå 4 ÷àñîâ âîçìóùåíèå 
òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïîðîä ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà ðàññòîÿíèÿ ïðèìåðíî 
ðàâíûå 8 ðàäèóñàì íàãíåòàòåëüíîé 
òðóáû.  

Îõëàæäåíèå òåïëîíîñèòåëÿ íàèáî-
ëåå áûñòðî ïðîèñõîäèò íà íà÷àëüíîì 

ýòàïå ïðîêà÷êè òåïëîíîñèòåëÿ, äàëåå 
åãî òåìïåðàòóðà ìåíÿåòñÿ ñëàáî. Õà-
ðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ôóðüå, ïî-
ñëå êîòîðûõ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû 
òåïëîíîñèòåëÿ ñòàíîâÿòñÿ ìàëûìè  è 
íå ïðåâûøàþò 4. 
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