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1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ 

èàíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîá-

ùåíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Îñ-
íîâíàÿ îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèÿ – ïëî-
ñêàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè îäíîðîäíîãî 
òåëà (ñì. íàïðèìåð [4]). 

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ F (z)+  íà-
çûâàåòñÿ áèàíàëèòè÷åñêîé â êîíå÷íîé 
îáëàñòèD+ , åñëè îíà ïðåäñòàâèìà â 
âèäå: 

0 1F (z) (z) z (z)+ + += ϕ + ϕ ,                      (1) 

ãäå 0 (z)+ϕ  è 1 (z)+ϕ  – àíàëèòè÷åñêèå â 

îáëàñòè D+  ôóíêöèè, z x iy= − . 

Ôóíêöèÿ F (z)−  íàçûâàåòñÿ áèà-
íàëèòè÷åñêîé â áåñêîíå÷íîé îáëàñ-
òè D− , åñëè îíà ïðåäñòàâëåíà â âè-
äå: 

2
0 1F (z) (z) z z (z)− − − −= ϕ + ⋅ ⋅ ϕ ,              (2) 

ãäå 0 (z)−ϕ  è 1 (z)−ϕ  – àíàëèòè÷åñêèå â 

îáëàñòè D−  ôóíêöèè. 
Èçâåñòíî, ÷òî îñíîâíûå çàäà÷è 

òåîðèè óïðóãîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
â âèäå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ áèàíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü ïåðâîé îñíîâíîé çà-

äà÷è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. 

Íàéòè íåèçâåñòíóþ áèàíàëèòè÷å-

ñêóþ ôóíêöèþ 0 1F(z) (z) z (z)= ϕ + ϕ  â 
îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ãëàäêèì 
êîíòóðîì L, ïî êðàåâûì óñëîâèÿì: 

0 1 1

1 1 1 1

(t) t (t) (t)

(t) t (t) (t) q (t),

′ ′ϕ + ϕ + ϕ =

⎡ ⎤′ ′= − ϕ + ϕ + ϕ +⎣ ⎦

0 1 1

1 1 1 2

(t) t (t) (t)

(t) t (t) (t) q (t)

′ ′ϕ + ϕ − ϕ =

⎡ ⎤′ ′ϕ + ϕ − ϕ +⎣ ⎦
,          (3) 

2. Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ 
áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 

Â òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 
õîðîøî èçâåñòåí òîò ôàêò, ÷òî åñëè 
àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 
íîëü íà íåêîòîðîì êîíòóðå ïëîñêîñòè 
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z x iy= + , 
òî îíà ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëёì 
íà âñåé ïëîñêîñòè. 

Òàêîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ 
òåîðåìîé åäèíñòâåííîñòè äëÿ àíàëè-
òè÷åñêîé ôóíêöèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ 
êðàåâûõ çàäà÷ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî 
çàäà÷à Ô(t) 0, t L= ∈  íå èìååò íå-
òðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. 

Äëÿ áèàíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè òà-
êîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî. 

Á 
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Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð ôóíêöèþ 
F(z) 1 z z= − ⋅ . Äàííàÿ ôóíêöèÿ îáðà-
ùàåòñÿ â íîëü íà åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè ( : F, 1)Γ Γ σ∈ σ ⋅ σ = , îäíàêî íå 
ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëёì íà 
âñåé ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî. 

Òàêèì îáðàçîì, êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ 
áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé  
F(t) 0, t L= ∈                                  (4) 

ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå. 

Â êðàåâîé çàäà÷å (5) èìååòñÿ òîëü-
êî îäíî óñëîâèå, à äëÿ îäíîçíà÷íîãî 
ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî äâà íåçàâèñè-
ìûõ óñëîâèÿ. 

Êàê çàäàòü ýòè óñëîâèÿ? Î÷åâèäíî, 
÷òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû. 
Ðàññìîòðèì îäèí èç íèõ. 

Ïóñòü íåêîòîðàÿ áèàíàëèòè÷åñêàÿ 
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà äâóõ 
êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ, îäíà 
èç êîòîðûõ èìååò ðàäèóñ 1R 1= , à 

äðóãàÿ – 20 R 1< < .  
Çàïèøåì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå 

óñëîâèÿ: 
1 1 1F(t ) 0, t L= ∈  

2 2 2F(t ) 0, t L= ∈                              (5) 
Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì 

(2) ïîëó÷èì: 

0 1 1 1 1(t ) t (t ) 0ϕ + ϕ =  

0 2 2 1 2(t ) t (t ) 0ϕ + ϕ =                          (6) 

Çàìåòèì, ÷òî íà îêðóæíîñòÿõ L1 è 
L2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 

2
2

1 2
1 2

1 R
t , t .

t t
= =                             (7) 

Ïóñòü  
0 0 0 2 0 n

0 0 1 2 n(z) a a z a z ... a z ...ϕ = + + + + +  

1 1 1 2 1 n
1 0 1 2 n(z) a a z a z ... a z ...ϕ = + + + + +  (8) 

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (8) ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ êðàåâûõ óñ-
ëîâèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû âûïîëíÿëèñü òðåáîâàíèÿ: 

1
0

0 1
0 1

0 2 1
0 2 1

0 1
1 2

0 2 1
1 2 2

0 1
n 1 n

0 2 1
n 1 2 n

a 0

a a 0

a R a 0

a a 0

a R a 0

.............................

a a 0

a R a 0

.............................

−

−

⎧ =
⎪
⎧ + =⎪⎪
⎨⎪ + =⎪⎩⎪
⎪⎧ + =⎪⎪⎪⎨
⎨ + =⎪⎩
⎪
⎪
⎪⎧ + =⎪⎪⎨⎪ + =⎪⎩⎪
⎪⎩

                      (9) 

Ïîñêîëüêó 
2

1 1
det 0

1 R
≠ , òî óñëî-

âèå (10) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 

0 (z) 0ϕ =  è 1(z) 0ϕ = , ò.å.  

0 1F(z) (z) z (z) 0= ϕ + ϕ ≡ . 
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî óòâåð-

æäåíèå. 
Òåîðåìà 1. Åñëè áèàíàëèòè÷åñêàÿ 

ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü íà äâóõ 
êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ, òî îíà 
òîæäåñòâåííûé íîëü. 

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå – îäèí èç 
âîçìîæíûõ àíàëîãîâ òåîðåìû åäèíñò-
âåííîñòè äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé 
íà êëàññå áèàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

3. Îñíîâíûå çàäà÷è ïëîñêîé 
òåîðèè óïðóãîñòè íà äâóõ êîíòóðàõ 

Â äàííîì ïóíêòå ïîñòàðàåìñÿ íàé-
òè ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 1 â çàäà÷àõ 
òåîðèè óïðóãîñòè. 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíîå 
èçîòðîïíîå òåëî çàíèìàåò îáëàñòü D, 
ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé âíóòðåííîñòü 
åäèíè÷íîãî êðóãà. Ïîëîæèì òàêæå, 
÷òî íà êîíòóðå L èçâåñòíà âñåãî îäíà 
ñîñòàâëÿþùàÿ âíåøíèõ óñèëèé, ïðè-
êëàäûâàåìûõ ê òåëó, íàïðèìåð Yn. 
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Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü äåôîðìà-
öèþ òåëà. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷à èìååò íåîäíîçíà÷íîå 
ðåøåíèå. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå â äàí-
íîì ñëó÷àå èìååò âèä: 

/ /
10 1 1 1 1 1

/ /
10 1 1 1 1 1 1 1

(t ) t (t ) (t )

(t ) t (t ) (t ) g (t ),

ϕ + ϕ + ϕ =

⎡ ⎤= ϕ + ϕ + ϕ +⎣ ⎦

1 1t L∈ . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàãðóçêó Yn  
óäàëîñü îïðåäåëèòü íå òîëüêî íà âíåø-
íåì êîíòóðå L1, íî è íà êîíòóðå L2  

2
2 2 2 2 2 2 2(L : t L t t R , 0 R 1)∈ ⇒ ⋅ = < < , 

êîòîðûé ìîæíî ìûñëåííî âûðåçàòü â 
åäèíè÷íîì êðóãå. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó-
÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó: 

/ /
10 1 1 1 1 1

/ /
10 1 1 1 1 1 1 1

(t ) t (t ) (t )

(t ) t (t ) (t ) g (t )

ϕ + ϕ + ϕ =

⎡ ⎤= ϕ + ϕ + ϕ +⎣ ⎦
 

/ /
20 2 1 2 1 2

/ /
20 2 1 1 1 2 2 2

(t ) t (t ) (t )

(t ) t (t ) (t ) g (t )

ϕ + ϕ + ϕ =

⎡ ⎤= ϕ + ϕ + ϕ +⎣ ⎦
  (10) 

Ïîëîæèì: 0 1(0) 0, (0) 0ϕ = ϕ = . 
Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ñèñ-

òåìà óðàâíåíèé (11) îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåò áèàíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ 
è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæёííîå ñî-
ñòîÿíèå òåëà, äîêàæåì, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò 
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ 

ýòîãî èñïîëüçóåì òåîðèþ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå àíàëèòè÷å-
ñêèå ôóíêöèè: 

/ /
1 0 1 1

/ 2 /
2 0 2 1 1

(z) (z) z (z) (z) z

(z) (z) z R (z) (z) z

+

+

Φ = ϕ ⋅ + ϕ + ϕ ⋅

Φ = ϕ ⋅ + ϕ + ϕ ⋅
 (11) 

Äîîïðåäåëèì èõ íà âñþ ïëîñêîñòü 
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïî ôîðìó-
ëàì: 

1 1 2 2

1 1
(z) , (z)

z z
− + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ = Φ Φ = Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (12) 

Òîãäà îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (11) ïðè-
ìåò âèä: 

1 2 1 1

2 2 2 2

(t ) (t )

(t ) (t )

+ −

− −

⎧Φ = Φ⎪
⎨
Φ = Φ⎪⎩

                             (13) 

Ñèñòåìà (14) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
äâå îäíîðîäíûå çàäà÷è î ñêà÷êå äëÿ 
àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äàííûå çà-
äà÷è (ñì. [2]) èìåþò òîëüêî òðèâèàëü-
íîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, 

/ /
0 1 1

/ 2 /
0 2 1 1

(z) z (z) (z) z 0

(z) z R (z) (z) z 0

⎧ ϕ ⋅ + ϕ + ϕ ⋅ =⎪
⎨
ϕ ⋅ + ϕ + ϕ ⋅ =⎪⎩

 

Îòñþäà, 
/ /
1 0 1(z) 0, (z) (z) constϕ = ϕ = −ϕ = . 

Â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé  

0 1F(z) (z) z (z) 0= ϕ + ϕ ≡ . ×òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü. 
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