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изическая постановка задачи 

В массиве каменной соли 
имеется цилиндрическая выра-

ботка высоты H  и диаметра D  (рис. 
1). В выработку опущены две соосные 
подвесные колонны. Внешняя подвесная 
колонна имеет диаметр outD , а централь-
ная подвесная колонна - inD . Башмак 
внешней подвесной колонны расположен 
на глубине outh , считая от потолочины вы-
работки, а башмак центральной (внутрен-
ней) подвесной колонны – на глубине inh . 

В выработку подается вода с объем-
ным расходомQ . Используются два ре-
жима подачи воды: противоточный (рис. 
1, а), при котором вода закачивается по 
пространству между внутренней и внеш-
ней подвесной колоннами, и прямоточный 
(рис. 1, б), при котором вода поступает в 
выработку по центральной подвесной ко-
лонне.  

Подача воды приводит к растворению 
боковой поверхности выработки - поверх-
ности каменной соли. Cвойства каменной 
соли считаются известными. Образую-
щийся при растворении каменной соли 
рассол отбирается по центральной под-
весной колонне в случае противоточного 
режима и по межтрубному пространству в 
случае прямоточного режима. 

Необходимо рассчитать поле течения 
рассола и поле концентрации соли внутри 
выработки для двух режимов размыва 
(прямоток и противоток) при различных 
геометрических параметрах выработки, 
концентрацию выдаваемого рассола и 

расход рассола на выходе из выработки, а 
также скорость растворения поверхности 
каменной соли. 

Исходные уравнения 
Для описания течения в выработке ис-

пользуются ламинарные уравнения дви-
жения двухкомпонентной (соль+ вода) 
изотермической идеальной жидкости. 
Движение рассматривается в цилиндриче-
ских координатах (r, z) в области, пока-
занной на рис. 2.  

Задача рассматривается в безразмер-
ных переменных. Для этого в качестве 
пространственного масштаба выбирается 

радиус выработки =
2
DR , в качестве ха-

рактерного времени – величина ρ
μ

=
2

0Rt . 

Масштабом скорости в этом случае будет 

величина μ
ρ

= =
0

Rv
t R

. В качестве мас-

штаба плотности рассола выбирается 
плотность воды ρ0 , концентрации соли – 
концентрация соли в насыщенном рассо-
ле na , давления – величина ρ 2

0v .  
Внутри области используется следую-

щая система уравнений: 
• уравнение неразрывности 

( )∂ ∂
+ =

∂ ∂
1 0

ru v
r r z

, 

• уравнение баланса импульса для 
r-компоненты импульса 

Ф 
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• уравнение баланса соли 

( ) ( )

ρ ρ

∂ ∂∂
+ + =

∂ ∂ ∂
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

1
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t r r z
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Sh r r r z z
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ρ
μ

=
2 3

0
2

g RGr , μ
ρ

=
0

Sh
D

, 

где u, v – компоненты скорости рассола в 
цилиндрических координатах (r,z) соот-
ветственно; ρ - плотность рассола; P - 

 
 
 

Рис. 1. Моделирование пространственного 
течения в цилиндрической выработке: а) – 
противоточный режим, б) – прямоточный ре-
жим 
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давление; a - плотность соли; 
ρ

=
ac - 

относительная концентрация соли; μ - 
динамическая вязкость рассола; g - уско-
рение свободного падения; D - коэффи-
циент диффузии соли в рассоле, Gr и Sh  
- числа Грасгофа и Шмидта.  

Система дополняется уравнением со-
стояния рассола в виде 

ρ ρρ ρ −
= + 0

0
n

n

a
a

, 

где ρ0  - плотность воды; ρn - плотность 
насыщенного рассола; na - плотность со-
ли в насыщенном рассоле. 

Граница расчетной области состоит из 
восьми различных участков (см. рис. 2), на 
которых ставятся следующие граничные 
условия: 

• ось симметрии (граница 5, рис. 2) 
= 0r ; ≤ ≤inh z H : 

= 0u , ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
0v P a

r r r
. 

• боковая поверхность внешней 
подвесной колонны (граница 1, рис. 2) 
= outr r ; ≤ ≤0 outz h :  

 

= = 0u v (условие прилипания), ∂
=

∂
0a

r
 

(условие непротекания). 
• боковая поверхность внутренней 

подвесной колонны (граница 3, рис. 2) 
= inr r ; ≤ ≤out inh z h : 

= = 0u v , ∂ =
∂

0a
r

. 

• дно выработки (граница 6, рис. 2) 
≤ ≤0 r R ; =z H : 

= = 0u v , ∂ =
∂

0a
z

. 

• потолочина выработки (граница 8, 
рис. 2) ≤ ≤outr r R ; = 0z : 

= = 0u v , ∂ =
∂

0a
z

. 

• входная граница (граница 2 или 4, 
рис. 2): 

= 0u , = = Rek
in

in

Sv v
S

, = 0a , = inP P ,  

выходная граница (граница 2 или 4, рис. 
2):  

= 0u , = =in
in

Qv v
S

, 

где ρ
μ

=
⋅

0Re
k

R Q
S

 - число Рейнольдса, 

π= 2
kS R ,  

( )π

π

⎧ ⋅ − ≤ ≤ =⎪= ⎨
⋅ ≤ ≤ =⎪⎩

2 2

2

, 0 ; ;

, ; ;
out in in in

in

in in out out

r r r r z z
S

r r r r z z
-  

случаи противотока и прямотока соответ-
ственно; 

 
Рис. 2. Геометрия расчетной области: 1, 3 – 
поверхности подвесных колонн; 6 – дно выработ-
ки; 8 – потолочина выработки; 2, 4 – сечения по-
дачи воды и отвода рассола; 5 – ось симметрии; 7 
– поверхность растворения 
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• поверхность растворяющейся со-
ли (граница 7 рис.2) =r R ; ≤ ≤0 z H : 
= na a , = 0v , β= ⋅u w ,  

( )ρ ρ ρ
β

ρ
+ −

= −
⋅

0

0

1 n n s

n

a
a

, 

( )
ρ ρ

ρ ρ
∂

=
− ∂

0

s n n

cw D
a r

. 

Методика численного решения 
Поставленная задача решается чис-

ленно. Внутри области (рис. 2) вводится 
трехмерная сетка с шагом ( Δr , Δz ) по 
пространству и τΔ  по времени. Давле-
ние и плотность соли представляются их 
значениями в центре ячейки, а компо-
ненты вектора скорости – значениями в 
центрах соответствующих контрольных 
объемов (рис. 3). 

Исходные уравнения интегрируются 
по контрольным объемам для каждой пе-
ременной. Контрольные объемы для дав-

ления и концентрации соли 
совпадают с объемами разно-
стных ячеек, а контрольные 
объемы для компонент скоро-
сти сдвинуты относительно 
центров ячеек по направлени-
ям скорости (см. рис. 3).  

При аппроксимации про-
странственных производных 
на верхнем временном слое 
получается следующая сис-
тема нелинейных уравнений: 

• уравнение неразрыв-
ности: 

( ) ( )+ +
+ +− −

+ =
Δ Δ

1 1 1 11 0
n n n n
e w n s

P P P

ru ru v v
r r z

, 

где Δ Pr  - расстояние между вертикаль-
ными границами ячейки, Δ Pz - расстоя-
ние между горизонтальными границами 
ячейки, Pr - радиус центра ячейки (рис. 
3). 

• баланса импульса для r-
компоненты импульса: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ρ
τ

μ μ

μ μ

+

+
+ +

⎛ ⎞−− −
+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟Δ Δ Δ⎝ ⎠

− −
−

− Δ Δ
+ = +

Δ Δ

− −
−

Δ Δ
+

Δ

1 2 2

1
1 1

1

1

,

n n
e e E P ne se

e
e e e

e e e w
n n E P

E P E P

e e e

Ne e e Se
ne se

ne se

e

uv uvu u ru ru
r r z

u u u u
r r

P P r r
r r r
u u u u

z z
z

для z-компоненты импульса: 

 
 

 

 
Рис. 3. Шаблоны используемых 
разностных схем: (nw-ne-se-sw) – 
контрольный объем для давления 
и концентрации соли (объем ячей-
ки), (s-n-nE-sE) –контрольный 
объем для радиальной компонен-
ты скорости, (w-Nw-Ne-e)- кон-
трольный объем для вертикаль-
ной компоненты скорости 
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баланса соли для ячеек, не граничащих с 
поверхностью каменной соли: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

τ

ρ ρ

ρ ρ

+ − −−
+ + =

Δ Δ Δ
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c c c c
D D

z z
z

для ячеек, граничащих с поверхностью 
каменной соли: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

τ

ρ ρ

ρ ρ
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где er  - радиус правой границы ячейки, 

nr - радиус центра конечного объема, Δ er , 
Δ wr , Δ ez , Δ wz - расстояние между цен-
трами ячеек; Δ nr , Δ nz , Δ Pr , Δ Pz  - рас-

стояния между границами конечных объ-
емов. 

Построение решения на верхнем (n+1)-
м временном слое строится итерационным 
образом. В качестве начального прибли-
жения выбирается значение на известном 
нижнем n-м временном слое. Все диффу-
зионные и конвективные члены вычисля-
ются на известной предыдущей (k-1)-й 
итерации. В результате исходная система 
уравнений для проведения k-й итерации 
записывается следующим образом: 

• уравнение неразрывности 

( ) ( )− −
+ =

Δ Δ
1 0

k k k k
e w n s

P P P

ru ru v v
r r z

, 

• баланса импульса для r-
компоненты импульса 

ρ
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для z-компоненты импульса 
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где uf  и vf  вычисляются на известной 
(k-1)-й итерации, 



 236 

• баланса соли для ячеек, не грани-
чащих с поверхностью каменной соли: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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для ячеек, граничащих с поверхностью 
каменной соли: 
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Таким образом, на очередной итерации 
необходимо решить систему линейных 
уравнений, содержащую три типа уравне-
ний: 

( ) ( )− −
+ =

Δ Δ
1 0

k k k k
e w n s

P P P

ru ru v v
r r z

,     (3) 

ρ
τ

− − −
+ =

Δ Δ
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k n k k
k e e E P
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e

u u P P f
r

,         (4) 

ρ
τ

− − −
+ =

Δ Δ
1

k n k k
k n n N P
n v

n

v v P P f
z

,         (5) 

после чего явно определяется новое поле 
концентрации соли по уравнениям баланса 
соли. 

Уравнения для компонент импульса 
всегда содержат 3 неизвестных: одну ком-
поненту скорости и давления в двух со-
седних ячейках. Уравнение неразрывно-
сти может содержать 2, 3 или 4 неиз-
вестных в зависимости от количества 
граней ячейки, приходящихся на грани-
цу исходной расчетной области. Четыре 
неизвестных соответствуют ячейкам, не 
касающимся границ. Три – ячейкам, од-
на из границ которых приходится на 
границу расчетной области, две – ячей-
кам с двумя границами. 

Подстановка ku  и kv  из уравнений 
импульса (4) и (5) в уравнение неразрыв-
ности (3) приводит к скалярному уравне-
нию относительно kP  вида 

− − − − =P w E S NAP BP CP DP EP F , 
где  
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а индекс k для простоты опущен. Заметим, 
что = + + +A B C D E . 
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Численное решение системы разност-
ных уравнений производится методом Га-
усса. 

После определения поля давления на-
ходятся компоненты скорости на следую-
щей итерации, используя урав-нения (4) и 
(5). 

Затем определяется поле концентрации 
по уравнению (1) или (2). 

Итерации проводятся до выполнения 
условий: 

ε−− <1k k
uu u , ε−− <1k k

vv v ,  

ε−− <1k k
PP P , ε−− <1k k

aa a . 

Аппроксимация конвективного по-
тока (на примере ( )n

va ) 
Конвективный поток величины ϕ  (в 

данной задачи величины a , u  или v ) 
может аппроксимироваться с первым  
или вторым порядком точности в за-
висимости от гладкости решения. Если 
решение гладкое, то используется второй 
порядок аппроксимации, в противном 
случае – первый. Исследование на глад-
кость производится в окрестности данной 
точки в направлении нормали к грани, на 
которой берется конвективный поток. 
Распределение величины ϕ  является 
гладким, если  

• при ≥ 0nv   

( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ− − > 0N P P S  или  

• при < 0nv   

( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ +− − >1 0P N N N . 

Первый порядок аппроксимации 
При аппроксимации с первым поряд-

ком точности производится перенос иско-
мой величины ( na ) по потоку:  

• при ≥ 0nv ( ) = n Pn
va v a ; 

• при < 0nv ( ) = n Nn
va v a . 

Второй порядок аппроксимации 
При гладком решении величина na  

рассчитывается следующим образом: 
• если ≥ 0nv  

( ) ϕ ϕϕ ϕ ϕ −
= + , ,

2
N P

n P S P Na a VanLir ; 

• если < 0nv  

( ) ϕ ϕϕ ϕ ϕ+
−

= + 1, ,
2

P N
n N N N Pa a VanLir , 

где ( )ϕ ϕ ϕ =
+
2, ,

1A B C
xVanLir
x

, 

ϕ ϕ
ϕ ϕ

−
=

−
C B

B A

x . 

Конвективная нелинейность выраже-
ний ( )n

va  в разностных соотношениях 
линеаризуется путем вычисления скорости 
переноса (v ) на известном нижнем вре-
менном слое, а неизвестной остается толь-
ко переносимая полем скорости функция 
( a ).
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