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звестно, что численное решение диф-
ференциального уравнения второго 

порядка требует осторожного обращения с 
разностными методами [1]. Это связано как с 
довольно быстрым накоплением ошибок ок-
ругления, так и громоздкостью самих числен-
ных решений. Мы покажем, как некоторые 
уравнения можно свести к двум уравнениям 
первого порядка, для которых перечисленные 
трудности не так актуальны. 

В качестве иллюстрации общего метода 
рассмотрим следующее дифференциальное 
уравнение: 
y’’ + A(x)y’ + iB(x)y = 0,                              (1) 

где A и B - действительные функции пере-
менной x, а штрих ’ означает дифференцирова-
ние по x. Наш метод заключается в поиске его 
решения в виде экспоненты: 
y = exp(∫ u dx - i ∫ v dx).                               (2) 

Подставляя (2)  в (1) и разделения действи-
тельной и мнимой частей, получаем систему 
зацепляющихся уравнений первого порядка: 
u ’ + u 2 – v 2 + A u = 0, 
v ’ +2 u v + A v - B = 0. 

Здесь заметим, что если A и B - постоян-
ные, то постоянными будут и функции u и v. 
Мы не будем заниматься известным анализом 
пригодности и устойчивости численного реше-
ния. Заметим только, что уже простой метод 
Эйлера, когда производная заменяется разно-
стным соотношением, дает вполне приемле-
мый результат. Рассмотрим конкретный при-
мер из радиогеофизики [2], где уравнение (1) 
имеет следующий вид: 

' 2'' 'R iH H H
R R

+ + = 0.                             (3) 

Здесь 0( ) /R zρ ρ= , где ρ − удельное элек-
трическое сопротивление, Ом м⋅ , 

0 0(0),  2 /z x wρ ρ ρ= = − глубина, м, где x − 

безразмерная приведенная переменная, w − 
круговая частота, Гц. Решение (3) будем искать 
в виде следующей экспоненты: 

H = exp U Vdx i dx
R R
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⎝ ⎠∫ ∫ ,                          (4) 

где U и V - действительные функции. Посколь-
ку при z = 0 будет R0 = 1, то для импеданса 
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Подставляя (4) в (3)  и разделяя действи-
тельные и мнимые части, приходим к следую-
щей системе двух уравнений: 

( )

2 2'
' 2 1 /

R U V U
V U V R

⎫= − ⎪
⎬

= − ⎪⎭
                                  (6) 

Чтобы их решить, необходимо задать гра-
ничные условия на некоторой глубине h. Будем 
считать, что начиная с этой глубины h среда 
становится однородной с удельным сопротив-
лением ρ N. В этой точке, очевидно, U ’ = V ’ = 
0, и из (6) находим 

N N NU V R= = ,                                      (7) 
- искомое граничное условие. 
Если xΔ - шаг численного решения, то (6) в 

конечных разностях примет вид 
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Знак “−” в знаменателе связан с тем, что 
счет по z идет от − h  до 0. Отсюда находим 

( )
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Число интервалов N = 
02

h w
x ρΔ

 , или, 

если задавать N и положить 2w Fπ= , то 

0

1 ( ) ( )
503.3 ( )

h “ F дљx
N м““ρ

Δ =
⋅

.                        (9) 

Заметим, что в выше приведенных форму-
лах электромагнитные постоянные вакуума 
были положены равными единице. При пере-
ходе к формуле (9) эти постоянные необходи-
мо учитывать, что отражено в численном ко-
эффициенте. 

Рассмотрим случай линейной зависимости 
ρ  от x. Для параметра R в этом случае получа-
ем 

R n = 1 +
0

1N n
N

ρ
ρ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                              (10) 

Решая систему (8), сначала находим U 0 и 
V0, а затем, по (5), ρ eff  и ψ . Все результаты 
сведем в таблицу. 

F, Гц 1 10 100 1000 
,эфф Ом мρ ⋅  955 825 552 300 

ψ, град -43.7 -40.3 -34.7 -32.6 
Предложенный метод интегрального пре-

образования обладает высокой эффективно-
стью. Он позволяет свести дифференциальные 
уравнения второго порядка к дифференциаль-
ным уравнениям первого порядка, численное 
решение которых обладает простой структу-
рой. Результаты рассмотренного выше примера 
полностью совпадают с известным решением 
аналогичной задачи [2].
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