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Аннотация: Рассмотрена электрическая проводимость двумерной и трехмерной среды 
при наличии идеально проводящих или изолирующих включений. С  использованием 
известных формул для малых приращений проводимости при внесении в среду одного 
малого включения получены дифференциальные уравнения для проводимости среды при 
немалой концентрации включений. Они имеют экспоненциальный характер и не содер-
жат перколяционных порогов. В двумерном случае получены зависимости проводимости 
от концентрации круговых и квадратных включений. Для трехмерной среды рассмотрены 
сферические включения, что соответствует возможности моделирования пористых по-
род. Для проверки полученных результатов в среде COMSOL Multiphysics были постро-
ены образцы единичных размеров и с единичной проводимостью, в которые добавлялись 
включения. Проверялось согласие результатов численных экспериментов с полученными 
теоретическими зависимостями проводимости двухкомпонентных сред от концентрации 
включений, а также известными предсказаниями двух моделей – приближения эффек-
тивной среды и периодической модели Рэлея, в которой включения расположены в узлах 
периодической решетки. Проведенные численные эксперименты показали большое пре-
имущество предложенных формул перед формулами, получаемыми с помощью метода 
эффективной среды. Модель Рэлея и предложенная модель показали хорошее согласие 
с результатами численных экспериментов вплоть до концентрации вещества включений 
~0,3, то есть для всего диапазона значений, для которых еще не близко разрушение об-
разца. В трехмерном случае предложенная модель оказалась точнее модели Рэлея. Кроме 
того, она значительно проще с точки зрения математических выкладок. 
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Введение
Проблемы прочности горных пород 

с трещинами и пустотами еще далеки 
от полного решения [1]. Они актуальны 
как для построения моделей сейсмиче-
ской активности и прогноза землетрясе-
ний [2], так и для решения конкретных 
задач горной промышленности: устой-
чивости пород вокруг горных выработок 
[3], расчета параметров бурения и взры-
ва [4], фильтрации флюида через массив 
[5] и многих других. От концентрации 
и формы трещин и интенсивности при-
ложенных напряжений зависит ход раз-
рушения горных пород [1, 6]. При нема-
лых концентрациях трещин необходимо 
специально исследовать процессы их 
слияния [7]. Все эти вопросы требуют 

знания концентрации трещин в горных 
породах, и ее определение — отдельная 
нетривиальная задача. Для ее решения 
применяют как прямые геологические 
[8], так и косвенные геофизические ме-
тоды, в том числе использующие данные 
об электрическом сопротивлении горных 
пород [9, 10]. В частности, трещинова-
тость массива может оцениваться мето-
дами электротомографии [11].

В силу этого представляет несомнен-
ный интерес отыскание зависимости 
электрического сопротивления (или про-
водимости) горной породы от ее трещи-
новатости или пористости. 

Задача о сопротивлении образца с 
пустотами сводится, в конечном счете, 
к задаче о проводимости двухкомпонент-

Abstract: The spotlight is on the electric conductance of 2D and 3D media with perfectly 
conducting or insulating inclusions. Using the known formulas for incremental conductance 
in introduction of a small inclusion in a medium, the differential equations are obtained for 
the conductance of a medium with the non-small concentration of inclusions. The relations 
behave exponentially and contain no percolation thresholds. In 2D case, the relations between 
the conductance and concentration of circle and square inclusions are obtained. In terms of a 
3D medium, the spherical inclusions are analyzed, which makes it possible to model porous 
rocks. The results were tested in COMSOL Multiphysics by means of construction of single 
dimension and unitary conductance samples added then with inclusions. The tests aimed to 
examine the conformity between the experimental and theoretical relations of conductivity 
and concentration of inclusions in the two-component media, as well as to check the agree-
ment with the known predictions for two models–effective model approximation and Rayleigh 
model with inclusions located at the periodic lattice sites. The accomplished numerical experi-
ments exhibit a larger advantage of the proposed formulas over the formulas derived using the 
method of effective medium. The Rayleigh model and the proposed model agree well with the 
numerical experimental data up to the inclusion concentration of ~0.3, i.e. within the whole 
range of values when fracturing of a sample is yet far. In 3D case, the proposed model is more 
accurate than the Rayleigh model. Moreover, the proposed model is much simpler in terms of 
mathematical notations. 
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ной среды, состоящей из сплошного ком- 
понента (матрицы) и компонента, пред-
ставленного отдельными включениями. 
При небольшой концентрации включе- 
ний такая проводимость находится легко 
[12]. Она связана с концентрацией вклю-
чений по линейному закону. Для немалых 
концентраций наилучшим методом счи-
тается приближение эффективной сре- 
ды (effective media approximation, EMA) 
[13, 14]. При моделировании реальных 
горных пород представляют интерес два 
крайних случая: пустоты могут быть как 
пустыми или содержащими низкопро-
водящие жидкости (нефть), так и запол- 
ненными раствором солей (высокопрово- 
дящим флюидом) [15]. Соответственно 
первый случай моделируется включе-
ниями с нулевой проводимостью, вто-
рой — идеально проводящими [16].

В работе [17] экспериментально по- 
лученные значения межзерновой и тре- 
щинной пористости песчаника сопо-
ставляются с его проводимостью. Полу- 
ченные результаты показывают хорошее 
согласие экспериментальных данных с 
формулами классических работ [18, 19]. 
Эти формулы предполагают наличие 
внутри горных пород крупномасштабных 
трещинных структур, играющих роль 
«проводов» и ощутимо уменьшающих 
сопротивление рассматриваемых пород. 
Представляется, однако, интересным так-
же анализ электрического сопротивления 
горных пород от проводящих или изоли- 
рующих включений, имеющих немалую 
концентрацию, но еще не объединенных 
в макроструктуры. 

Мощным методом проверки предска- 
заний теоретических моделей в настоя- 
щее время является численный экспери- 
мент. В [20] описана методика и приведен 
численный эксперимент для определе-
ния проводимости среды с тонкими тре- 
щинами. 

Целью настоящей работы является 
построение аналитической зависимости 

электрической проводимости образца по- 
ристой горной породы от концентрации 
пор и проверка полученных результатов 
численным моделированием в среде 
COMSOL Multiphysics. Мы будем рас- 
сматривать среду с отдельными непере-
секающимися включениями и не будем 
касаться проблемы перколяции (возник- 
новения большого связного кластера из 
трещин или пор, приводящего к разру-
шению породы). 

Основные результаты  
метода эффективной среды
Задача о проводимости двухкомпо-

нентной среды с различной проводимо- 
стью компонент имеет давнюю и богатую 
историю. Для исследования этой задачи 
введем векторы напряженности элект- 
рического поля E  и плотности тока j , 
подчиненные уравнениям 

div rotj E= =0 0; 	 (1)

и связанные материальным уравнением 

j E x y z� �� � �; ( , , ) .	 (2)
Определим проводимость se двухком- 

понентной среды согласно 
j Ee� � ,	 (3)

где среднее значение любой величины

a
V

adxdydz
V

V

�
�� ���lim
1 .	 (4)

Для кубического образца с ребром L, 
к  противоположным граням которого 
приложено напряжение U, вызывающее 
в образце ток I, имеем

�e L

I
LU

�
��
lim .	 (5)

Аналогичные формулы справедливы 
для двумерных задач, с  той разницей, 
что средние значения есть

a
S

adxdy
S

S

�
�� ��lim
1 .	 (6)
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Обозначим через E1  электрическое 
поле внутри включений с проводимо-
стью s1, через E2  — поле во включениях 
с проводимостью s2. Введем отклонения 
поля

� �E E E E E E1 1 2 2� � � �, ,

p — концентрация компонента с прово-
димостью s1. Тогда основное уравнение 
EMA 

p E p E� �1 21 0� �� � � .	 (7)

Его симметричный вид определяется 
тем, что оба компонента среды предпо- 
лагаются представленными в виде вклю- 
чений одной и той же формы. В боль-
шинстве изучаемых двухкомпонентных 
систем это совершенно не так. Мы рас-
смотрим среды, в которых компонент 1 
представлен включениями, а  компо- 
нент 2 — сплошной средой (матрицей), 
окружающей эти включения. Считается, 
что в этом случае EMA хорошо работает 
для сферических (круговых) включений 
или для несимметричных включений с 
равномерным угловым распределением. 
Мы увидим, что и в этих случаях EMA 
обнаруживает существенные расхожде-
ния с численным экспериментом.

Рассмотрим некоторые простейшие 
результаты EMA. Еще одно приближе-
ние, которое требуется для применения 
метода — поля E1  и E2  предполагаются 
постоянными. Поле внутри включения 
легко определимо и постоянно, если 
включение имеет форму эллипсоида 
(эллипса в двумерном случае). Тогда 

E
n n

E
x x

1
2

2 11
�

�� � �
�

� �
.	 (8)

Здесь nx, ny, nz — коэффициенты де-
поляризации эллипсоида [8]. 

В  двумерном случае для кругового 
включения (в трехмерных моделях ему 
соответствует цилиндрическое) nx = ny = 
= 1/2, и уравнение (7) принимает вид 

p pe

e

e

e

� �
� �

� �
� �

�
�

� �� � �
�

�1

1

2

2

1 0 ,	 (9)

и для проводимости по любому направ-
лению из (9) получаем 

� � � � � �e eS S p2
1 2 1 20 1 2� � � � �� � �� �, .

	 (10)
Для средней проводимости выбира-

ем положительное решение

� � �e S S� � � �� �1
2

42
1 2

.	 (11)

Вычисление электрической 
проводимости среды  
с непересекающимися 
включениями
Рассмотрим проводимость двумер-

ного образца с ребром L, с проводящи-
ми круговыми включениями радиуса r. 
При небольшой их концентрации фор-
мула (11) имеет хорошо известное линей- 
ное приближение

� �e p� �� �2 1 2 .	 (12)

Пусть двумерный образец с некото-
рым числом включений (не обязательно 
малой концентрации) имеет проводи- 
мость s. Добавим в него еще одно вклю-
чение. Изменение проводимости образ- 
ца, связанное с этим, составит

� � �� � ��� �2 2 2
2p r N ,	 (13)

где N2 — двумерная концентрация вклю-
чений. 

Решая дифференциальное уравнение

d
r dN

�
�

�� 2 2
2
,	 (14)

получаем

� � �� 2
2 2

2e r N ,	 (15)

где использовано очевидное начальное 
условие s(0) = s2. 

Для непересекающихся непроводя- 
щих кругов из � �� �� �2 p  за счет пол-
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ностью аналогичных рассуждений по-
лучаем

� � �� �
2

2 2
2e r N .	 (16)

Отметим, что в теории проводимо-
сти различаются две постановки задачи 
с включениями — «жесткие», непересе-
кающиеся включения, и «мягкие», ког-
да два и более включений могут иметь 
общую часть. В первом случае, очевид-
но, концентрация вещества включений 
равна p r N� � 2

2 , и поэтому: 
для идеально проводящих кругов

� �e
pe� 2

2 ,	 (17)

для изолирующих кругов
� �e

pe� �
2

2 .	 (18)

При этом отсутствует фазовый пере-
ход, так как проводящие или изолирую-
щие круги не могут соединиться в еди-
ный кластер. Уже в силу этого результат 
EMA, в явном виде содержащий порог 
перколяции 1/2, не может вполне соот-
ветствовать реальности.

Теоретические зависимости  
и численные эксперименты  
для двумерных сред
Найдем две асимптотики формулы 

(11). Для хорошо проводящих круговых 
включений, s1 >> s2, S > 0, и разложе-
ние корня в ряд по s1 s2 /S

2 дает 

�
� � �

e S p
� �

�
2

1 2
1 2 2 .	 (19)

Полученная асимптотическая фор-
мула содержит бесконечность при p = 
= 1/2 — это известная пороговая кон-
центрация, при достижении которой в 
образце возникает сплошной кластер из 
проводящих включений. Формула (19) 
является очень хорошим приближени-
ем формулы (11): при s1 = 105s2 ее отно-
сительная погрешность не превосходит 
1% вплоть до значения p = 0,48. 

Аналогичное приближение можно по-
лучить для изолирующих кругов, s1 << 
<< s2, S < 0. В этом случае

� �e S p� � � �� �2 1 2 .	 (20)

Это приближение формулы (11) так-
же является очень точным и отражает ли-
нейный закон убывания проводимости 
вплоть до возникновения изолирующе- 
го кластера при p = 1/2. При взгляде на 
формулы (19) и (20) бросается в глаза их 
глубокое сходство. Оно отражает извест-
ное свойство дуальности. Пусть в дву- 
мерной матрице проводимостью s2 = 1 
имеется некоторый набор включений. 
Если теперь s|| — проводимость вдоль 
оси Ox при идеально проводящих вклю-
чениях, s⊥ — проводимость вдоль оси 
Oy при изолирующих включениях, то  
s|| s⊥ = 1. 

Рис. 1. Случайно расположенные круговые вклю-
чения
Fig. 1. The randomly placed circular inclusions

Рис. 2. Модель Рэлея
Fig. 2. The Rayleigh model
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Существует еще один подход к мо-
делированию проводимости среды с не- 
пересекающимися включениями. Изве- 
стно решение для модели с регулярным 
расположением круговых включений 
(двоякопериодическая модель Рэлея, 
[21]). В этой модели круги располагают- 
ся в узлах квадратной решетки. На рис. 1 
и 2 показаны для сопоставления обра- 
зец двухкомпонентной среды с непере-
секающимися, но случайно расположен- 
ными включениями, и фрагмент двояко- 
периодической модели Рэлея.

В [21] приводятся результаты для 
проводимости модели Рэлея: 

в случае идеально проводящих вклю-
чений

� �e

p
p

�
�
�2

1
1

,	 (21)

в случае изолирующих круговых вклю-
чений

� �e

p
p

�
�
�2

1
1

.	 (22)

Эти формулы теряют смысл при приб- 
лижении к порогу pcr = p/4, при дости-
жении которого круги соприкасаются. 
Однако при меньших значениях кон-
центрации они могут также быть исполь- 
зованы для оценки проводимости слу-
чайно-неоднородной среды, пример ко-
торой изображен на рис. 1.

Для проверки формул (17) и (18) бы- 
ло проведено моделирование в среде 
COMSOL Multyphysics проводимости 
двумерного образца с круговыми непере- 
секающимися включениями. В качест- 
ве образца был взят квадрат со стороной 
1 м, удельной проводимостью 1 См/м, 
к его противоположным сторонам было 
приложено напряжение 1 В. Протека- 
ющий через образец ток численно совпа- 
дал с удельной проводимостью образца. 
Это позволило представить результаты 
в удобной для анализа форме. На рис. 3 
и 4 приведены экспериментальные гра-
фики для среды с идеально проводящи-
ми и изолирующими круговыми вклю-

чениями соответственно, полученные как 
результат численного моделирования в 
среде COMSOL Multiphusic. Здесь и да- 
лее на рисунках серая линия — пред-
сказание метода EMA, синяя линия — 
предсказания двоякопериодической мо- 
дели Рэлея, зеленая линия — предска-
зания, полученные методом добавления 
единичных включений, точки — резуль-
тат численного эксперимента в модели 
COMSOL Multiphysics. Из рис. 3 и 4 вид- 
но, что формулы (17) и (18) согласуются 
с результатами численного эксперимен-
та гораздо лучше, чем формулы EMA. 
Интересно, что хорошее согласие с экс-
периментом показывают формулы (21) 
и (22), то есть периодическая структура 
оказывается пригодной для моделирова- 
ния случайно-неоднородной среды. Их 
результат оказывается несколько более 
точным, чем у предлагаемого метода 
добавления единичных включений. За- 
метим, что предсказания модели Рэлея 
заведомо непригодны при больших кон- 
центрациях включений, когда круги поч- 
ти касаются друг друга [22]. Мы, однако, 
не будем рассматривать столь высокие 
концентрации включений.

Пусть теперь включения представ-
лены квадратами со стороной 2a. Вклад 
такого квадрата в проводимость среды 
оказывается равен [21] вкладу круга с 
радиусом

r
K

aeff �
� �

�
2 1 2

1 18
/

,
�

,

где K(x) — полный эллиптический интег- 
рал первого рода. Среда в этом случае 
также оказывается изотропной. Вклад 
отдельного проводящего включения в об- 
щую проводимость среды описывается 
формулой

� �� ��� 2 2
2r Neff ,	 (23)

и с учетом p a N= 4 2
2  получаем

� � ��� �2
2

2
2 1872

2e er N peff , .	 (24)



Рис. 4. Проводимость среды с круговыми изолирующими включениями
Fig. 4. Conductivity of a medium with circular isolating inclusions

Рис. 3. Проводимость среды с круговыми проводящими включениями
Fig. 3. Conductivity of a medium with circular conducting inclusions



Рис. 5. Проводимость среды с квадратными проводящими включениями
Fig. 5. Conductivity of a medium with quadratic conducting inclusions

Рис. 6. Проводимость среды с квадратными изолирующими включениями
Fig. 6. Conductivity of a medium with quadratic isolating inclusions
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Для включений в виде изолирующих 
квадратов в соответствии с принципом 
дуальности получаем

� �� �
2

2 187e p, .	 (25)
Двоякопериодическая модель Рэлея 

с квадратными включениями [21] при-
водит к формулам:

для идеально проводящих включений

� �e

p
p

�
�
�2

1 1 094
1 1 094

,
,

,	 (26)

для изолирующих

� �e

p
p

�
�
�2

1 1 094
1 1 094

,
,

.	 (27)

На рис. 5 и 6 приведены результаты 
моделирования среды с идеально про-
водящими и изолирующими квадратны- 
ми включениями соответственно. Здесь 
согласие формул (24) и (25) с результа-
тами численного эксперимента оказы-
вается почти идеальным. Это позволяет 
предположить, что предлагаемый метод 
пригоден для нахождения проводимости 
среды с включениями различной формы.

Здесь также очень плохо работает 
метод EMA, модель Рэлея и метод до-
бавления единичных включений дают 
лучшие и близкие между собой пред-
сказания.

Теоретические зависимости  
и численные эксперименты  
для трехмерных сред
В трехмерном случае вместо круго- 

вых включений нужно рассматривать 
сферические, для которых nx = ny = nz = 
= 1/3, и основное уравнение EMA при-
нимает вид 

p pe

e

e

e

� �
� �

� �
� �

�
�

� �� � �
�

�1

1

2

22
1

2
0 .	(28)

После вычислений, вполне аналогич-
ных вычислениям в двумерном случае, 
находятся две асимптотики формулы для 
проводимости se: 

для идеально проводящих непересе-
кающихся сфер имеем

�
�

e p
�

�
2

1 3
,	 (29)

для изолирующих — 

� �e p� ��
�
�

�
�
�2 1

3
2

.	 (30)

Формулы (29) и (30) уже не связаны 
соотношением дуальности — в трех-
мерном пространстве оно не имеет ме-
ста. Но их объединяет наличие порогов 
перколяции, на которых проводимость 
(29) обращается в бесконечность, а (30) 
в нуль. Получим формулы для проводи-
мости трехмерной среды с непересека-
ющимися сферическими включениями. 

Начнем со случая идеально проводя-
щих включений. Линейная асимптоти-
ка (приближение Максвелла) формулы 
(29) есть 

� �e p� �� �2 1 3 .	 (31)

Теперь в трехмерный образец с не-
которым числом сферических включе-
ний и проводимостью s добавим еще 
одно идеально проводящее включение. 
Изменение проводимости образца

� � �� � ��� �3 4 3p r N ,	 (32)
где N — объемная концентрация вклю-
чений. 

По аналогии с двумерным случаем 
получаем

� � �� 2
4 3

e r N ,	 (33)
и с использованием обычной концентра-
ции вещества включений p

� �e
pe� 2
3 .	 (34)

Для случая непересекающихся изо-
лирующих сфер аналогичные рассуж-
дения приводят к результату

� �e

p
e�
�

2

3
2 .	 (35)

Приведем также предсказания трех-
мерной модели Рэлея [21]. 



Рис. 7. Проводимость среды со сферическими проводящими включениями
Fig. 7. Conductivity of a medium with spherical conducting inclusions

Рис. 8. Проводимость среды со сферическими изолирующими включениями
Fig. 8. Conductivity of a medium with spherical isolating inclusions
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Для проводящих шаров она дает

� �e

p
p

�
�
�2

1 2
1

,	 (36)

для изолирующих 
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p
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1
1 2/

.	 (37)

Результаты проверки полученных ре- 
зультатов и их сравнения с формулами 
EMA (серая линия) и трехмерной мо- 
дели Рэлея (синяя линия) представлены 
на рис. 7 и 8. 

Здесь мы также видим, что приближе-
ние EMA оказывается практически не-
пригодным при значительной концентра- 
ции включений. Добавление единичных 
включений в трехмерном случае ока-
зывается наилучшим методом расчета 
проводимости, превосходя по точности 
модель Рэлея. 

Полученные результаты могут быть 
использованы при оценке проводимости 
пористых геологических сред и, что го- 
раздо важнее, для решения обратной за-
дачи — оценки пористости породы по ее 
электрической проводимости. Заметим, 
что для осадочных пород пористость мо- 
жет достигать 20—25% [23]. При таких 
концентрациях вклад непересекающих-
ся включений в проводимость среды 
оказывается вполне заметным (в случае 
проводящих включений проводимость 
возрастает примерно в 2 раза). 

Выводы
1. Предложена теоретическая модель, 

описывающая электрическую проводи- 
мость двухкомпонентных сред. Диффе- 
ренциальное уравнение для проводимо-
сти получено из рассмотрения малых 
приращений проводимости при добавле- 
нии в неоднородную среду одного вклю-
чения.

2. Для проверки полученных теоре- 
тических результатов осуществлено мо- 
делирование проводимости двухкомпо-
нентных композитов в среде COMSOL 

Multiphysics. В двумерном случае моде-
лировались включения круговой и ква-
дратной формы, в трехмерном — сфери-
ческой. Был рассмотрен случай непере-
секающихся включений. Предложенная 
модель показала удовлетворительное 
согласие с численным экспериментом.

3.  Моделирование показало, что приб- 
лижение эффективной среды описывает 
проводимость среды с непересекающи-
мися включениями очень плохо, а мо-
дель Рэлея и предложенная модель —  
со сходной точностью. В двумерном слу- 
чае лучшие результаты показала модель 
Рэлея, в трехмерном — предложенная 
модель.

4. Хорошие результаты для модели 
Рэлея означают, что схема с регулярным 
расположением включений может быть 
использована для оценки проводимости 
реальных неоднородных сред со случай-
ным расположением включений.

5. Хорошие результаты в трехмерном 
случае дают возможность оценки про-
водимости пористых горных пород и 
решения обратной задачи — оценки по-
ристости породы по ее электрическим 
свойствам. 

6. В случае трехмерной среды с про-
водящими включениями проводимость 
зависит от пористости весьма сильно — 
при содержании включений на уровне 
20—25% проводимость приблизительно 
в 2 раза превышает исходную. 

7. Математическая простота предло- 
женной модели дает возможность оцени- 
вать с приемлемой точностью проводи-
мость сред с включениями более слож-
ной формы, не прибегая к громоздким 
вычислениям, необходимым при при-
менении других методов. Полученные 
результаты могут быть перенесены на 
массив пород — проводимость зависит 
только от концентрации включений и их 
геометрии и является инвариантной от- 
носительно пространственного масшта- 
ба задачи. 
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