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Аннотация: Для разработки модели ленточного конвейера использован метод описания 
систем, состоящих из элементов, непрерывно распределенных в конечных областях про-
странства. Движения в таких системах передаются от одного элемента к другому, а дина-
мические процессы в них описываются уравнениями в частных производных (волновые 
уравнения). Аналитическое решение систем таких уравнений оказывается трудоемким и 
сложным. Для упрощения расчетов систему следует разбить на простейшие элементы и 
воспользоваться методом кусочно-линейной аппроксимации. Этот метод позволяет при-
ближенно описать систему с распределенными параметрами системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений. В данном случае контур ленты конвейера разбивается на 
некоторое число участков, в границах каждого из которых закон изменения скорости де-
формации по длине предполагается линейным. После принятия определенных допущений, 
позволяющих упростить разрабатываемую модель, применяются уравнения Лагранжа вто-
рого рода. Проведено сравнение моделей ленточного конвейера с различным количеством 
сосредоточенных масс, оценены преимущества, которые дает каждая из моделей. Перечис-
лены технические задачи, при решении которых удобнее использовать ту или иную модель.
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Abstract: For the belt conveyor modeling, this study uses the method of systems composed of 
elements continuously distributed in finite spatial domains. The motion is transmitted from an 
element to an element, and the dynamic processes are described using equations with partial de-
rivatives (wave equations). The analytical solution of the systems of such equations is a comp-
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Введение. Постановка задачи
В работах многих авторов обосновы-

вается необходимость создания систем 
автоматического управления скоростью 
ленточного конвейера в зависимости  
от поступающего на ленту грузопотока 
[1—5]. Внедрение таких систем позволит 
существенно повысить эффективность  
использования конвейерного транспор-
та за счет снижения холостого пробега, 
затрат электроэнергии, уменьшения из-
носа конструктивных элементов [6, 7]. 
Решение этой задачи требует большого 
объема экспериментальных исследова- 
ний на работающих установках, необхо-
димых для тестирования разрабатывае- 
мых алгоритмов, настройки регуляторов, 
получения статистической информации. 
Однако часто такие исследования про-
водить невозможно в силу ряда фак-
торов — отсутствия оборудования для 
экспериментов, невозможности прервать 
действующий технологический процесс, 
риска вывода оборудования из строя 
некорректно работающими алгоритма- 
ми управления. Для отладки разрабаты-
ваемой системы управления необходимо 
составление математических моделей 

всех устройств, используемых в техно- 
логическом процессе [3, 8, 9]. Рассмот- 
рим некоторые аспекты разработки мо-
дели движения ленты конвейера [3, 10, 
11].

Системы, состоящие из элементов, не- 
прерывно распределенных в конечных 
областях пространства, так что происхо- 
дящие в них движения передаются от 
одного элемента к другому, называются 
системами с распределенными парамет- 
рами. Динамические процессы в таких 
системах описываются уравнениями в 
частных производных (волновые уравне- 
ния, уравнения теплообмена, уравнения 
диффузии и др.) [12–15]. Примерами по- 
добных систем являются трубопроводы, 
ленточные конвейеры, стрелы экскава- 
торов, колонны буровых установок. Ана- 
литическое решение систем таких урав-
нений оказывается трудоемким и слож-
ным. Для упрощения расчетов систему 
удобно разбить на отдельные элементы, 
объемы, слои. Наиболее удобным ока-
зывается метод кусочно-линейной ап- 
проксимации, который позволяет приб- 
лиженно описать систему с распреде-
ленными параметрами системой обык-

lex and labor-intensive process. It is possible to simplify calculations by splitting the system 
into the simplest elements and using the piece-wise linear approximation. This method allows 
an approximate description of the system with distributed parameters by a system of ordinary 
differential equations. In this case, the line of a belt conveyor is divided into a number of sec-
tions, and the law of variation of strain rate along the length is assumed to be linear within the 
limits of each section. Then, after certain assumptions for simplifying the model, the Lagran-
gian equations of the second kind are used. The authors compare the belt conveyor models with 
different numbers of concentrated masses and assess advantages of each models. The engineer-
ing problems solvable using these models are listed. 
Key words: belt conveyor, mathematical model, system with distributed parameters, system 
with concentrated parameters, Lagrangian equation of the second kind, Simulink, optimal num-
ber of approximating masses. 
For citation: Dmitrieva V. V., Sizin P. E. The analysis of belt conveyor models at different 
number of approximating masses. MIAB. Mining Inf. Anal. Bull. 2022;(1):34-46. [In Russ]. DOI: 
10.25018/0236_1493_2022_1_0_34.
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новенных дифференциальных уравнений. Контур ленты разбивается на некоторое 
число участков, в границах каждого из которых закон изменения скорости дефор-
мации по длине предполагается линейным. Далее, после принятия определенных 
допущений, позволяющих упростить разрабатываемую модель, применяются урав-
нения Лагранжа второго рода:
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где T — кинетическая энергия участка; P — потенциальная энергия участка; A — 
работа внешних сил на участке.

Этот метод подробно описан в работах [3, 11, 16]. В них определены все слагае- 
мые уравнения (1). 

Однако, никто из авторов этих работ не рассматривал вопрос об оптимальном 
количестве аппроксимирующих масс. Все вышеперечисленные авторы исполь-
зовали модель с пятью сосредоточенными массами. Расчетная схема такой систе-
мы представлена на рис. 1.

Модель ленточного конвейера с пятью сосредоточенными массами
Для такой схемы модель представляется шестью уравнениями:
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Рис. 1. Расчетная схема конвейера с пятью сосредоточенными массами
Fig. 1. Analytical model of conveyor with five concentrated masses
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где Mnp — момент двигателя, приведенный к валу приводного барабана; Rб — радиус 
приводного барабана; l — длина ленты; Gну — вес груза натяжного устройства; mг — 
масса участка грузовой ветви; mn — масса участка порожней ветви; mnp — масса 
привода; w — коэффициент сопротивления движению; f — коэффициент сопротив-
ления движению натяжных грузов; η — вязкость ленты с грузом; C — жесткость 
ленты; Ck — жесткость канатов натяжного устройства; Gг, Gn — погонный вес дви-
жущихся частей соответственно груженной и порожней ветви.

Авторы приводят модель к матричной форме:

MX NX CX S X G P X X Mc np
    � � � � � �sgn sgn( )1 , (3)

где матрица M5×5 — матрица масс; N5×5 — матрица коэффициентов вязкого трения; 
C5×5 — матрица коэффициентов жесткого трения; S5×5 — матрица коэффициентов сил 
сопротивления движению. Матрицы P5×1 и G5×1 связаны с внешними воздействия- 
ми на ленту со стороны движущего привода и натяжного устройства.

А затем в эту модель, используя каноническое правило О. Коши, вводятся в 
качестве координат состояния перемещения и скорости сосредоточенных масс 
X x x x T= ( , ,..., )1 2 10 .

Модель движения ленты конвейера в пространстве состояний представляется 
авторами в виде системы нелинейных дифференциальных уравнений с несколь-
кими управляющими сигналами:

X AX B x x M B X B Gc np ну1 6 2 3sgn sgn .   (4)

Здесь первое управляющее воздействие U1 = Mnp — это движущий момент, соз-
даваемый приводом, второе управляющее воздействие U2 = sgnX — силы сопро-
тивления движению сосредоточенных масс ленты, третье управляющее воздей-
ствие U3 = Gну — вес натяжного устройства. 

В этих обозначениях система уравнений, описывающая модель движения лен-
ты конвейера под действием трех управляющих воздействий, окончательно за-
писывается в виде:

� � � � �X AX B x x U B U B Uc� � �� � � �1 6 1 2 2 3 3sgn .  (5)

Матрица состояния системы A  представляет собой блочную матрицу, включа-
ющую в себя матрицы M–1N и M–1C. Матрицы управления также блочные: матрица 
B1  включает в себя M–1P, B2  включает в себя M–1S, B3  включает в себя M–1G:
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Составление этой модели подробнейшим образом описано в работе [3, 11]. 
Авторами выполнено моделирование в ППП Matlab и получены приведенные на 
рис. 2 переходные процессы по скоростям сосредоточенных масс.

На рис. 2 изображены переходные процессы по скоростям тех сосредоточенных 
масс, которые представляют ленту — m1, m2, m3, m4. Видно, что массы m1, m2, распо-
ложенные на приводе и на грузовой ветви, и массы m3, m4, расположенные на хво-
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стовом барабане и на порожней ветви, в момент прямого пуска движутся в противо-
положные стороны, что вызывает растяжение ленты и может привести к проскаль-
зыванию и пробуксовке. По графикам можно оценить время, которое потребуется 
для преодоления тяжелого динамического режима, возникающего при пуске, и для 
выхода сосредоточенных масс на общую скорость. Можно также оценить время 
запаздывания для m3, расположенной в месте загрузки конвейера, которое обуслов-
лено передачей упругой лентой движущего момента от привода. Величину этого 
времени можно использовать при синтезе системы управления скоростью ленты с 
целью обеспечения равномерной загрузки конвейера. Пятимассовая модель обла-
дает существенными достоинствами: она позволяет оценивать деформации ленты, 
определять такие важные технологические характеристики,как величину тягового 
фактора, измерять усилия, возникающие в ленте. Рассмотрим модели с другим ко-
личеством аппроксимирующих масс и проведем анализ разработанных моделей. 

Элементарная модель ленточного конвейера  
с двумя сосредоточенными массами
Рассмотрим наиболее упрощенное представление конвейерной ленты: рас-

четная схема для конвейера с однобара-банным головным приводом и натяжным 
устройством, расположенным в хвостовой части конвейера, представлена на рис. 3. 
При построении математической модели распределенную массу ленты с грузом 
представим двумя массами m1, m2, расположенными на головном и хвостовом 
барабанах. В качестве обобщенных переменных приняты их перемещения x1, x2, 
скорости  x x1 2, , а также положение и скорость перемещения натяжного груза δ δ,  . 
Конечномерная математическая модель движения конвейера с грузом описана ше-
стью координатами состояния X x x x x T� ( , , , , , )1 2 1 2 

� � .
Модель движения ленты конвейера может быть представлена в виде системы 

трех нелинейных дифференциальных уравнений, каждое из которых описывает 
движение сосредоточенной массы m1:

, s
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Рис. 2. Переходные процессы по скоростям сосредоточенных масс при пятимассовой модели
Fig. 2. Transient processes per rates of concentrated masses in five-mass model
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m x x m x x C x x C x xг n k( ) ( ) ( ) , ( )   1 2 1 2 2 1 2 12 2 2 0 25 2

00 5 0 5 2 02 2 1 2, sgn , sgn ( ) ;G lw x G lw x x xг n   
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x x C G G fну

k ну ну
 0 5 01 2, ( gn  (6)

Эта система уравнений и является разрабатываемой нами математической мо-
делью. Как рекомендуют авторы [3, 11, 16], для более лаконичного представления 
используем ее матричный вид относительно вектора состояния X x x T� � �1 2, ,� .

MX NX CX S X G P X X Mc np
    � � � � � �sgn sgn( )1 , (7)
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Для дальнейшего исследования выберем подземный типажный ленточный кон-
вейер 1Л-100К с тканевой лентой, предназначенный для использования в выра-
ботках с углами наклона от –3° до +18°. Приемная способность этого конвейера 
составляет 11 м3/мин, ширина ленты 1000 мм, скорость движения ленты 1,6 м/с, 
диаметр приводного барабана 800 мм, производительность — 420 т/ч. В соответ-
ствии с графиками применимости длина конвейерной установки при угле наклона 
выработки 0° составляет 1000 м. 

Рис. 3. Расчетная схема конвейера с двумя сосредоточенными массами
Fig. 3. Analytical model of conveyor with two concentrated masses
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Получим математическую модель в канонической форме О. Коши. Для этого 
умножим все члены уравнения на матрицу M–1:

    X M NX M CX M S X M G M P X X Mc np� � � � � �� � � � �1 1 1 1 1
1sgn sgn( ) .

Выразим старшие производные и запишем в следующем виде:
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Введем координаты состояния X x x x x x x T= ( , , , , , )1 2 3 4 5 6 : 
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� �
При таком способе введения координатами состояния будут являться переме-

щения xi и скорости xi  сосредоточенных масс, а ускорения xi  могут быть выраже-
ны как производные последних трех координат:    



x x x x x1 4 2 5 6� � �; ; � .
Если объединить в один вектор все координаты состояния, то модель системы 

будет иметь вид:
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Матрицы M–1C, M–1N, M–1S — квадратные, имеют размерность 3×3, а M–1G, 
M–1P — матрицы-столбцы размерности 3×1.

Введя обозначения для управляющих сигналов, приведем систему уравнений, 
описывающую модель движения ленты конвейера, к виду (9). Матрица состояния 
системы A  представляет собой блочную матрицу, включающую в себя матрицы 
M–1N и M–1C, матрицы управления также блочные: матрица B1  включает в себя 
M–1P, B2  включает в себя M–1S, B3  включает в себя M–1G:

A
E

M C M N6 6
3 3 3
1

3 3
1

3 3

0
�

�
�

�
�

�

�
� �
�

�
�

�

�
� , 



41

B
M P

1

3 1

3 1
6 1 1

0
� �
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

, B
M S2

3 3 3 3

3 3
1
3 3

6 6

0 0
0�

�
�

�

�
�

�

�
�

� �

�
�

�

, B
M G

3

3 1

3 1
6 1 1

0
� �
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

�

�

. (8)

Далее воспользуемся пакетом программ Control System Toolbox. Составим 
программу вычисления матриц состояния и управления для модели    A B B B, , ,1 2 3 . 
Для изучения динамических процессов в модели проведем компьютерное моде-
лирование в системе Simulink, входящей в пакет прикладных программ Matlab. 
Simulink позволяет выполнять моделирование динамических систем, описывае-
мых обыкновенными нелинейными дифференциальными уравнениями. Используя 
типовые блоки, соберем структурную схему системы, включающую в себя кон-
тур ленты и привод конвейера. Результаты моделирования представлены на рис. 4. 
Моделировался прямой пуск конвейера и последующее движение его с постоянной 
скоростью v = 1,6 м/с. Результатами компьютерного моделирования являются пере-
ходные процессы по скоростям обобщенных координат ленты и натяжного устрой-
ства. Видно, что движение двух сосредоточенных масс ленты плавное, и они выхо-
дят на заданную совместную скорость. Натяжное устройство после того, как будет 
выбрана слабина, возникающая из-за растяжения ленты при движении с грузом, 
останавливается. Время переходных процессов составляет 7 с. Используя столь 
простую модель, трудно определять деформации, возникающие в ленте, и коррект- 
но оценивать время запаздывания и время окончания переходных процессов.

Детализированная модель ленточного конвейера для анализа  
волновых процессов
И, наконец, рассмотрим модель с семью сосредоточенными массами, располо-

женными так, как представлено на рис. 5.
Используя предложенную методику, получим систему из семи дифференциаль-

ных уравнений:
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Рис. 4. Переходные процессы по скоростям сосредоточенных масс при двухмассовой модели
Fig. 4. Transient processes per rates of concentrated masses in two-mass model 
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Работать с этой моделью будем по известной методике: получим математическую 
модель в канонической форме, введем координаты состояния X x x x T= ( , ,..., )1 2 14 :
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Система (9) запишется в матричном виде, формирующие ее матрицы —квад- 
ратные (имеют размерность 7×7) или матрицы-столбцы (7×1). Введя обозначения 
для управляющих сигналов, приведем систему уравнений, описывающую модель 
движения ленты конвейера, к виду (9). Матрица состояния системы A  и управле-
ния представляют собой блочные матрицы: 
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Рис. 5. Расчетная схема конвейера с семью сосредоточенными массами
Fig. 5. Analytical model of conveyor with seven concentrated masses
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Рис. 6. Переходные процессы по скоростям сосредоточенных масс при семимассовой модели
Fig. 6-Transient processes per rates of concentrated masses in seven-mass model

Мы можем провести исследование устойчивости и качества переходных процес-
сов полученной модели, найдя собственные ее числа:
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Проведя моделирование, получим сами переходные процессы по скоростям со-

средоточенных масс модели движения ленты конвейера. Эти переходные процес-
сы приведены на рис. 6. Модель позволяет более точно анализировать переходные 
процессы в ленте при пуске и останове конвейера или при переключении его на 
другую скорость движения.

В настоящее время активно ведутся исследования пуско-тормозных режимов 
работы конвейера, которые сопровождаются волновыми деформациями в грузо-
вой и порожней ветвях ленты [17–20]. Для исследования таких режимов и обес- 
печения безаварийной работы ленточных конвейеров в тяжелых динамических 
режимах может быть использована предлагаемая модель.

Выводы
Двухмассовая модель существенно облегчает анализ совместного движения лен-

ты с приводом. Используя эту модель, можно рассмотреть режимы работы именно 
привода при такой нагрузке. Модель менее подробно описывает ленту, но при этом 
позволяет оценить проскальзывание ленты на барабане, ход натяжного устройства, 
вычислить величину тягового фактора.

Семимассовая модель должна использоваться для оценки волновых процессов 
в ленте конвейера. При решении этой задачи необходимы модели с большим коли-
чеством сосредоточенных масс, они позволяют более детально анализировать пе-
реходные процессы в ленте при пуске и останове конвейера. В частности, на гра-
фиках переходных процессов видно, что релаксационные процессы в порожней 
ветви протекают гораздо дольше, чем в грузовой, а на графиках для пятимассовой 
системы время релаксации для всех пяти масс одинаково. Также благодаря модели 
можно оценивать деформации и усилия на различных участках ленты, возникаю-
щие при тяжелых динамических режимах. Еще одно применение многомассовой 
модели — это описание поворотных конвейеров, когда при повороте внутренняя 
сторона ленты сжимается, а наружная растягивается, из-за чего возникают допол-
нительные деформации. 
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