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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ÍÀÂÈÃÀÖÈÎÍÍÎÃÎ 
ÐÎÁÎÒÀ ÌÎÙÍÎÑÒÜÞ ÏÐÈÂÎÄÎÂ ÂÅÄÓÙÈÕ ÊÎËÅÑ 

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ìîáèëüíîãî íàâèãàöèîííîãî ðîáîòà èñïîëüçîâàí ïðèíöèï 
ñóïåðïîçèöèè ñ îïèñàíèåì äâèæåíèé â ôîðìå Ëàãðàíæà ñ íàëîæåíèåì òðåõ ïðî-
ñòûõ äâèæåíèé. Óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì óðàâíåíèé ïðîñòðàíñòâåííîãî äâèæåíèÿ. Óãëîâûå ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ 
âåäóùèõ êîëåñ èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ ïðè ðàñ÷åòå ñîñòàâëÿþùèõ 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ñêîðîñòè èõ 
èçìåíåíèÿ è ìîùíîñòè, ïîäàâàåìîé íà âåäóùèå êîëåñà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû 
óïðàâëåíèÿ ïðîñòûìè è ñëîæíûìè äâèæåíèÿìè ðîáîòà. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äâèæåíèé â ôîðìå Ëàãðàíæà, êèíåòè÷å-
ñêàÿ ýíåðãèÿ, ìîùíîñòü ïðèâîäîâ, âåäóùèå êîëåñà. 

 

 
 

 ïîñëåäíåå âðåìÿ íàâèãàöèîííûå ðîáîòû ïîëó÷àþò øèðîêîå ðàñïðî-
ñòðàíåíèå äëÿ ðàáîòû â îñîáî îïàñíûõ óñëîâèÿõ, â òîì ÷èñëå â ãîð-

íîé ïðîìûøëåííîñòè. Àëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ èìè ðåàëèçóþòñÿ, êàê ïðàâèëî, 
íà îñíîâå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, êîòîðûå íå òðåáóþò èíòåãðèðî-
âàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïîýòîìó ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè 
ìîäåëèðîâàíèè ðàáîòû íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì íà ïðîäîëæèòåëüíûõ èíòåðâà-
ëàõ âðåìåíè [1, 2]. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ 
óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì ÷åðåç ìîùíîñòè íåçàâèñèìûõ ýëåêòðîïðèâîäîâ êîëåñ ñ 
èñïîëüçîâàíèåì îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ â ôîðìå Ëàãðàíæà [3, 4]. 

Ñèñòåìó îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ (ðèñ. 1, à) ïðèíèìàåì òàê, ÷òîáû â èñõîäíîì 
ñîñòîÿíèè îñè âåäóùèõ êîëåñ ðîáîòà áûëè îðèåíòèðîâàíû âäîëü îñè ó, à èõ 
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè êîëåñ èìåëè êîîðäèíàòû À(ñ, b, r) è B(ñ, 
d, r). Äâèæåíèå ðîáîòà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê íàëîæåíèå òðåõ äâèæåíèé: 

à) âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êîëåñ îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ îñåé, 
á) äîïîëíèòåëüíîãî âðàùåíèÿ ðîáîòà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 

ïðîèçâîëüíî âûáðàííûé ïîëþñ ïàðàëëåëüíî îñè z, êîòîðîå âîçíèêàåò çà ñ÷åò 
ðàçíîñòè îêðóæíûõ ñêîðîñòåé âåäóùèõ êîëåñ, 

â) ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïîëþñà. 
Ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè êîëåñ â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè, âðàùåíèå ïðèíàäëåæà-

ùèõ èì ÷àñòèö â ïëîñêîñòè xOz îïèñûâàþò óðàâíåíèÿ 
( ) cos ( ) sinx c c r         , 

y   , (1) 

( ) sin ( ) cosz r c r         , 

ãäå , ,    — ëàãðàíæåâû (íà÷àëüíûå) êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé ÷àñòèöû ïî 
íàïðàâëåíèÿì îñåé x, y è  z, ñîîòâåòñòâåííî. 

Â 
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Ðèñ. 1. Èñõîäíîå (a) è òåêóùåå (b) ïîëîæåíèÿ íàâèãàöèîííîãî ðîáîòà 

 
Ðàçíîñòü óãëîâûõ ñêîðîñòåé âåäóùèõ êîëåñ ïðèâîäèò ê âðàùåíèþ îòíîñè-

òåëüíî îñè, ïàðàëëåëüíîé îñè z. Â êà÷åñòâå ïîëþñà äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ìîæíî ïðèíÿòü òî÷êó À. Òîãäà óðàâíåíèÿ âíåøíåãî íàëî-
æåííîãî äâèæåíèÿ ïðèíèìàþò âèä 

( ) cos ( ) sinx ñ ñ b         , 

( ) sin ( ) cosy b ñ b         , (2) 

z   . 

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ ñîâìåùåííîãî äâè-
æåíèÿ äëÿ ëþáûõ ÷àñòèö êîëåñ À è Â ñ íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè ( , ,   ) 

[( ) cos ( ) sin ]cos ( ) sinx ñ c r b              , 

[( ) cos ( ) sin ] sin ( ) cosy b c r b              , (3) 

( ) sin ( ) cosz r c r         . 

Äëÿ ÷àñòèö êîëåñà À óðàâíåíèÿ (3) çà ñ÷åò b   ïðèíèìàþò áîëåå ïðîñòîé 

âèä 
[( ) cos ( ) sin ]cosx ñ c r          , 

[( ) cos ( ) sin ] siny b c r          , (3à) 

( ) sin ( ) cosz r c r         . 

Ðàññòîÿíèå îò ëþáîé ÷àñòèöû êîëåñà Â äî òî÷êè À îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì 
2 2 2( ) ( ) ( )x ñ y b z r     

 2
[( ) cos ( ) sin ]cos ( ) sinc r b              

 2
[( ) cos ( ) sin ] sin ( ) cosc r b               

 2( ) sin ( ) cosc r           

 22 2[( ) cos ( ) sin ] ( ) ( ) sin ( ) cosc r b c r                      

x 

y 

A(c,b,r)R 

    t 

B(c,d,r)R 

t>0L 

О x 

t 

B(c,d,r)R 

t=0L 

О 

A(c,b,r)R 
а б 
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2 2 2( ) ( ) ( )c b r          

èëè 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z r      2 2 2( ) ( ) ( )a b r        . (4) 

Òðàåêòîðèè òî÷åê À è Â, àññîöèèðóåìûõ ñ îñÿìè êîëåñ, ïîñëå íàëîæåíèÿ 
äâèæåíèé «à» è «á», ìîæíî íàéòè ïî ïðèâåäåííûì óðàâíåíèÿì ñ ó÷åòîì óêàçàí-
íûõ âûøå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Òî÷êà À, êîòîðàÿ ïðèíÿòà â êà÷å-
ñòâå ïîëþñà, îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé è ñîõðàíÿåò êîîðäèíàòû (ñì. óð - èå 3à) õ 
= ñ, ó = b, z = r, à òî÷êà B ïåðåìåùàåòñÿ ïî îêðóæíîñòè (ñì. óð-èå 3) 

( ) sinx ñ d b    , ( ) cosy b d b    , z r  (5) 

èëè 2 2 2( ) ( ) ( )õ ñ ó b d b     , z r . (5à) 

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà À ñîâåðøàåò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ïî íåêîòî-
ðîé ïëîñêîé êðèâîé 

( )õ õ t , ( )õ õ t , ( )z r const z t   . (6) 

Ïëàòôîðìà è îñü êîëåñà Â â ýòîì âíåøíåì äâèæåíèè òàêæå ïåðåìåùàþòñÿ 
ïîñòóïàòåëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè 

( )Aõ u t   , ( )Ay v t   , ( )z r const z t   . (7) 

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíû óãëîâûå ñêîðîñòè, òîãäà êîìïîíåíòû ïåðå-
ìåùåíèÿ òî÷êè À äîëæíû áûòü ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì ëèíåéíûõ ñêîðî-
ñòåé ïî âðåìåíè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ñíà÷àëà íàõîäèì ñêîðîñòè 

( ) cost A tx r   , ( ) sint A ty r   , (8) 

à çàòåì ïåðåìåùåíèÿ 

0 0

( ) ( ) cos[ ( )]
t t

A t A tu t x dt r t dt     , 
0 0

( ) ( ) sin[ ( )]
t t

A t A tv t y dt r t dt     . (9) 

Äëÿ ïðîñòåéøèõ âàðèàíòîâ äâèæåíèÿ, íàïðèìåð, äëÿ äâèæåíèÿ ïî êðóãó, 
èíòåãðèðîâàíèå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî â ÿâíîì âèäå (ñì. íèæå). 

Óðàâíåíèÿ ñîâìåùåííîãî äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç êîìïîíåíòû âåê-
òîðà ïåðåìåùåíèÿ 

( ) [ ( ) cos ( ) sin ]cos ( ) sinx a u t c a c r b                 , 

( ) [ ( ) cos ( ) sin ] sin ( ) cosy b v t c a c r b                 , (10) 

( ) sin ( ) cosz r c r         . 

Ïðè îäíîâðåìåííîì âðàùåíèè îáîèõ êîëåñ êèíåìàòè÷åñêèå ñâÿçè ñâîäÿòñÿ 
ê äèôôåðåíöèàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì 

( )r d d Ld      èëè ( / )( ) ( / )( )t td r L d d r L dt         . 

Îòñþäà íàõîäèì 

( / )( )t t tr L      ïðè 2 2( ) ( ) | |A B A BL x x y y b d      . (11) 

Åñëè èçìåíåíèå óãëîâ è óãëîâûõ ñêîðîñòåé êîëåñ âî âðåìåíè áóäåò èçâåñò-
íî, ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó îïðåäåëåíèþ êèíåìàòè÷åñêèõ õà-
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ðàêòåðèñòèê âðàùàòåëüíîãî, à çàòåì ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ìîùíîñòè, 
ìîìåíòà è ñèë íà îñÿõ âåäóùèõ êîëåñ 

( )t t t

r
L

     , ( )tt tt tt

r
L

     , 0 ( )
r
L

       , (12) 

0

( ) cos
t

A A A tu t x r dt      , 
0

( ) sin
t

A A A tv t y r dt      . (13) 

Âñå ïîñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ïðåäñòàâëåíû ÷åðåç íåçàâèñèìûå ôóíêöèè 
óãëîâûõ ñêîðîñòåé èëè óãëîâ ïîâîðîòà, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ðîáîòà 
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. 

Íèæå ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé îñåé êîëåñ è öåíòðà 
ìàññ ïëàòôîðìû ñèììåòðè÷íîãî ðîáîòà ïðè rA = rB = r, 0,5( )Ñ À Â     , 

0,5( )Ñ À Â     : 
òî÷êà À 

( ) cost A tx r   , ( ) sint A ty r   , 

2

( ) cos sin cos[ ( )] ( ) sin[ ( )]tt A tt t t tt t t t

r r r
x r r r

L L L
                    , 

( ) cos[ ( )] ( ) sin[ ( )]tt A tt t t t

r r r
x r

L L L
              
 

, 

( ) sin costt A tt t ty r r       , 

( ) sin[ ( )] ( ) cos[ ( )]tt A tt t t t

r r r
y r

L L L
              
 

, 

0

cos
t

A A tx r dt     , 
0

sin
t

A A ty r dt     , 

òî÷êà Â 

( ) sinB Ax x d b    , ( ) cosB Ay y d b    , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cost B t A t B A t A tx x y y x d b         , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) sint B t A t B A t A ty y x x y d b         , 

2( ) ( ) ( ) cos ( ) sintt B tt A tt tx x d b d b         , 

2( ) ( ) ( ) sin ( ) costt B tt A tt ty y d b d b         , 

2( ) ( ) ( ) ( )tt B tt A tt B A t B Ax x y y x x       , 

2( ) ( ) ( ) ( )tt B tt A tt B A t B Ay y x x y y       . 

Äëÿ òî÷êè Ñ èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì 

1
( )

2Ñ À Âõ õ õ  , 
1

( )
2Ñ À Âó ó ó  , 
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1
( ) [( ) ( ) ]

2t Ñ t À t Âõ õ õ  , 
1

( ) [( ) ( ) ]
2t Ñ t À t Ây y y  , 

1
( ) [( ) ( ) ]

2tt Ñ tt À tt Âõ õ õ  , 
1

( ) [( ) ( ) ]
2tt Ñ tt À tt Ây y y  . 

Ñîñòàâëÿþùèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, õàðàêòåðèçóþùèå ïîñòóïàòåëüíîå 
(Åêï) è âðàùàòåëüíîå (Åêv) äâèæåíèå êîëåñ è ïëàòôîðìû, à òàêæå ñêîðîñòè èõ 
èçìåíåíèÿ (Wêï, Wêv) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ðîáîòà îïðåäåëÿþò óðàâíåíèÿ: 

êîëåñî À 
2( ) 0,5 ( )kn A A tE m r  , 2( ) 0,5 ( )kv A A tE J   

2 2 2( ) ( ) 0,5 ( )kn A A t tt t tt A A t t A t ttW m x x y y m r m r       , 
2( ) 0,5 ( )kv A A t t A t ttW J J     , 

2( ) ( )k A A A t tt PA t ttW m r J J       , 

êîëåñî Â 
2 2 2 2 2 2( ) 0,5 ( ) 0,5 [ ( ) 2 ( ) ]kn B B t t B B t t t tE m x y m r d b r d b           , 

2( ) 0,5 ( )kv B B tE J  , 

( ) ( )kn Â Â t tt t tt ÂW m x x y y    2 2( ) 2 ( )( )Â t tt t tt tt t t ttm r d b r d b             , 

èëè 2 2( ) [ (1 )] (1 )(2 )kn B B t tt tt B t tt tt

d b d b
W m r m r

L r
 

            , 

2( ) 0,5 ( )kv B B t t B t ttW J J     , 

ïëàòôîðìà Ñ 

    2 22 2( ) 0,5 ( ) (1/ 8) 2( ) ( ) 2( ) ( )kn Ñ Ñ t t Ñ Ñ t A t B A t A t B AE m x y m x y y y x x          , 

2 2 2 21
( ) [4( ) 4 ( ) ]

8kn Ñ Ñ t t A t t tE m x y r d b L        , 2( ) 0,5kv C C tE J  , 

2 21 1 1 1 1 5
( ) [ ( )] [ ( ) ( 2 )]

2 2 2 2 2 2kn C C t tt tt C t tt tt

d b d b d b
W m r m r

L L L
  

             , 

2 2

2 2
( ) ( )( ) [ ( ) ( )]kv C C t tt t t tt tt C C t tt tt t tt tt

r r
W J J J

L L
                    . 

Ïðè äâèæåíèè ïî ïðÿìîé ( t t   ) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ 
2 2( ) ( )kn A A t tt kn B B t ttW m r W m r       , 2 2( )kn C C t tt C t ttW m r m r      , 

( ) ( )kv A A t tt kv B B t ttW J W J       , ( ) 0kv CW  . 

Ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ 

( ) ( ) ( )e A t B t kn kv A kn kv B kn kv CW M M W W W W W W           (14) 

äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè óãëîâûõ ñêîðîñòåé 
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Ðèñ. 2. Äâèæåíèå íàâèãàöèîííîãî ðîáîòà ïî êðóãó 
 

0
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5

6

7

0 2 4 6 8

(Y)A=

(y)B=

 
Ðèñ. 3. Âðàùåíèå íàâèãàöèîííîãî ðîáîòà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ 
 

2 2 2

2 2

[ (1 )] (1 )(2 )

1 1 1 1 1 5
[ ( )] [ ( ) ( 2 )]

2 2 2 2 2 2

e A t tt B t tt tt B t tt tt

C t tt tt C t tt tt

d b d b
W m r m r m r

L L
d b d b d b

m r m r
L L L

 
               

  
             

 

2

2
( )( )A t tt B t tt C t t tt tt

r
J J J

L
             . 

Îáîáùåííûå ñèëû â âèäå ìîìåíòîâ íà ïðèâîäíûõ âàëàõ ìîæíî íàéòè ïî 
óðàâíåíèÿì 

2 2 21 1 5
(1 )(2 ) [ ( ) ( 2 )]

2 2 2A A tt B tt tt C tt tt

d b d b d b
M m r m r m r

L L L
  

               
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á) 
Ðèñ. 4. Äâèæåíèå ðîáîòà ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè (à) è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìî-
ìåíòàìè íà âåäóùèõ êîëåñàõ (á) 
 

2

2
( )A tt C tt tt

r
J J

L
      , 

2
2 2

2

1 1 1
[ (1 )] [ ( )] ( )

2 2 2B B tt tt C tt tt B tt C tt tt

d b d b r
M m r m r J J

L L L
 

                . 

Ïðîâåðêó ðàñ÷åòà ïðîâîäèì ïî âûïîëíåíèþ áàëàíñà (14) 

( ) ( ) ( )A t B t kn kv A kn kv B kn kv CM M W W W W W W         . 

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ íåñêîëüêèõ âàðèàíòîâ èçìåíåíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà è 
óãëîâûõ ñêîðîñòåé âåäóùèõ êîëåñ. 

Âàðèàíò 1: 

0 1
1

sin
2

t
A A

T


   , 1
1 1

cos
2 2t

t
A

T T
 

  , 
2

1
1 1

sin
2 2tt

t
A

T T

  
   

 
, 

0 1
2

cos
2

t
B B

T


   , 1
2 2

sin
2 2t

t
B

T T
 

   , 
2

1
2 2

cos
2 2tt

t
B

T T

  
   

 
. 
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Ðèñ. 5. Òðàåêòîðèè òî÷åê À è Â (à) ïðè ñîîòíîøåíèè ìåæäó ìîìåíòàìè (á) 

 
Åñëè óãëû è óãëîâûå ñêîðîñòè èçìåíÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî, íàïðèìåð 

k   , 

òîãäà ïîëó÷àåì äâèæåíèå «ïî êðóãó» (ðèñ. 2) ñ ñîîòíîøåíèÿìè 

t tk   , tt ttk   , 

0 1 sin
2

t
A A

T


   , 1 cos
2 2t

t
A

T T
 

  , 
2

1 sin
2 2tt

t
A

T T
     

 
, 

( ) (1 )t t t t

r r
k

L L
        , ( ) (1 )tt tt tt tt

r r
k

L L
        , 

0 0( ) (1 )
r r

k
L L

            , 

0 0

( ) cos cos (1 ) sin (1 )
1

t t

A A A t

r k r
u t x r dt rk k d L k

L k L
                       , 

0 0

( ) sin sin (1 ) cos (1 ) 1
1

t t

A A A t

r k r
v t y r dt rk k d L k

L k L

                          
  . 
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Ïðè âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ (ðèñ. 3) ìîìåíòû è óãëîâûå ñêîðî-
ñòè íà êîëåñàõ À è Â ðàâíû ïî âåëè÷èíå, íî ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ áîëåå ñëîæíûõ òðàåêòîðèé, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ ìî-
ìåíòîâ íà âåäóùèõ êîëåñàõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 è 5. 

Ðàçðàáîòàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ îêîí÷àòåëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè, 
çàïèñàííûìè ÷åðåç íåçàâèñèìûå ôóíêöèè óãëîâûõ ñêîðîñòåé, ïîçâîëÿåò îïðå-
äåëèòü èõ ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ðîáîòà, à çàòåì íàéòè ëþáûå äðó-
ãèå êèíåìàòè÷åñêèå èëè äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, â òîì ÷èñëå íåîáõîäè-
ìûå äëÿ ðåàëèçàöèè çàäàííîãî äâèæåíèÿ ìîùíîñòè, ïîäàâàåìûå íà ïðèâîäû 
íåçàâèñèìûõ âåäóùèõ êîëåñ. 
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