
 232 

© Ñ.Ñ. Êóáðèí, Þ.Â. Êèðè÷åíêî,  
2009 

 
ÓÄÊ 551.49 

Ñ.Ñ. Êóáðèí, Þ.Â. Êèðè÷åíêî 

ÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÀÑ×ÅÒÓ  
ÄÐÅÍÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÏËÀÑÒÎÂ 

Ðàññìîòðåí ôðàêòàëüíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïðîöåññà ôèëüòðàöèè æèäêîñòè â ãîð-
íûõ ïîðîäàõ. Òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ àïïàðàòà 
äðîáíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè ðåøåíèè ïåðêóëÿöèîííûõ çàäà÷ â ãåî-
ëîãèè. Óñòàíîâëåíû íåäîñòàòêè êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîãäà âîäîïðîâîäÿùèé ïëàñò 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îäíîðîäíîãî íåïðåðûâíîãî (áåç ðàçðûâîâ) ìàññèâà è ïðåèìó-
ùåñòâà ôðàêòàëüíîãî ïîäõîäà, êîãäà âîäîïðîâîäÿùèé ïëàñò ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
ãóá÷àòîãî» ìàññèâà ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Âïåðâûå ïîëó÷åíî óðàâíåíèå 
äðîáíîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåå ïëàíîâî-ïëîñêèé áåçíàïîðíûé ïîòîê. 
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äðåíàæíûå ðàáîòû, ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ïëàíîâî-ïëîñêèé 
áåçíàïîðíûé ïîòîê. 

Ñåìèíàð № 1 
 

 

S.S. Kubrin, Y.V. Kirichenko  
THE FRACTAL APPROACH TO CALCULATING THE BANK DRAINABILITY 

The fractal approach to the description of the process of liquid filtration in the rock 
mass is reviewed. The need of fractional differential calculus device for achieving 
perculational tasks in geology is theoretically justified. The drawbacks of conventional 
approach (when feeding canal is presented in the model of solid mass) are described 
along with the advantages of fractal approach (when feeding canal is presented in the 
model of di-porous mass) when describing the motion processes in the liquid. The 
fractal equation that describes planned flat gravity flow is developed for the first time. 
Key words: fractal approach, equation that describes planned flat gravity flow. 

 
 

ôôåêòèâíîñòü äðåíàæíûõ ðàáîò îïðåäåëÿåòñÿ äîñòîâåðíîñòüþ ïîëó-
÷åííûõ ãèäðîãåîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, èñïîëüçóåìûõ ïðè ïðîåêòè-

ðîâàíèè. Ïàðàìåòðû óòî÷íÿþòñÿ îïûòíî-ôèëüòðàöèîííûìè ðàáîòàìè è îáðàò-
íûìè ðàñ÷åòàìè ïî ôàêòè÷åñêèì äàííûì â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè äðåíàæíûõ 
ñîîðóæåíèé [2, 4, 5]. Ýòî âûçâàíî ðàñõîæäåíèÿìè ïðîåêòíûõ è ôàêòè÷åñêèõ 
îáúåìîâ ïîñòóïàþùåé â ãîðíûå âûðàáîòêè âîäû, ÷òî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñâè-
äåòåëüñòâóåò î íåàäåêâàòíîñòè ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ èçâåñòíûì óðàâíåíèåì 
ïëîñêîãî ïëàíîâî-áåçíàïîðíîãî ïîòîêà ôàêòè÷åñêèì, ïðîèñõîäÿùèì â âîäî-
íîñíîì ïëàñòå. 

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èäåè ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè âñå áîëüøå èñïîëüçóþòñÿ â 
ñîâðåìåííîé ãåîëîãèè. Íåâîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ ãåîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå öåëî÷èñëåííîé ðàçìåðíîñòè òðåáóþò îò èññëåäîâàòåëåé èñêàòü àäåêâàò-
íîå îïèñàíèå òàêèõ ïðîöåññîâ â ïðîñòðàíñòâå ñ äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ. Àíàëèç 
èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîêàçàë, ÷òî ðàáîòû ïî âûÿâëåíèþ òàêèõ îïè-
ñàíèé ñâÿçàíû ñ âû÷èñëåíèåì íà îñíîâå íàáëþäåíèé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè 
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Ê ñîæàëåíèþ ðàáîò ïî òåîðåòè÷åñêîìó îáîñíîâàíèÿ 
âîçíèêàþùèõ ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ ãåîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íåò. Àâòîðû ïîïûòà-
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ëèñü òåîðåòè÷åñêè îáîñíî-
âàòü ïðîÿâëåíèÿ ôðàêòàëü-
íûõ ñâîéñòâ ãåîëîãè÷åñêèõ 
ïðîöåññîâ íà ïðèìåðå âûâî-
äà óðàâíåíèÿ ïëàíîâî-
ïëîñêîãî áåçíàïîðíîãî ïî-
òîêà. 

Ðàññìîòðèì êëàññè÷å-
ñêèé ïîäõîä ê âûâîäó óðàâ-
íåíèÿ ïëàíîâî-ïëîñêîãî 
áåçíàïîðíîãî ïîòîêà, êîòî-
ðûé ïðåäóñìàòðèâàåò èçó÷å-
íèå áàëàíñà áåñêîíå÷íî ìà-
ëîãî ýëåìåíòà ïëàñòà ñ îñ-
íîâàíèåì dx dy è âûñîòîé 
h íà âñþ ìîùíîñòü ïëàñòà 
[1]. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, 
÷òî ïðèçìà dx dy·h ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîâðåìåííî ýëåìåí-
òîì ïëàñòà è ïîòîêà. Äëÿ 
ïëàíîâî-ïëîñêîãî ïîòîêà 

ñïðàâåäëèâà ïðåäïîñûëêà Äþïþè î ïîñòîÿíñòâå â êàæäîì âåðòèêàëüíîì ñå÷å-
íèè ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåíòîâ íàïîðà, îïðåäåëÿåìûõ ÷åðåç óêëîíû  

∂
= −

∂x
Hi
x

 è 
∂

= −
∂y
Hi
y

 

(H — íàïîð). Óäåëüíûå ðàñõîäû â ýòîì ñëó÷àå áóäóò ïðîïîðöèîíàëüíû ïðîâî-
äèìîñòè Ò ïîòîêîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñå÷åíèÿõ. Ïîñêîëüêó ýëåìåíò ïëàñòà 
ìàë, ïðîâîäèìîñòü ïîòîêîâ ñå÷åíèé âäîëü îäíîé è òîé æå îñè êàê íà âõîäå, 
òàê è íà âûõîäå èç ýëåìåíòà áóäóò îäèíàêîâûå. Ïîñòóïàþùèå â ðàññìàòðèâàå-
ìûé ýëåìåíò îáúåìû âîäû âäîëü îñè õ è îñè y ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 

∂
= = −

∂x yz x yz
Hd dy T i dy T dy
x

è 
∂

= = −
∂y xz y xz
Hq dx T i dx T dx
y

 (ðèñ. 1).  

Çäåñü Ò — ïðîâîäèìîñòü ïîòîêîâ â ñå÷åíèÿõ yz è xz . 

Ïðè  ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ýòîò ýëåìåíò, ðàñõîäû âîäû ïîëó÷àþò ïðèðàùåíèÿ  

âäîëü îñè x — 
∂
∂

xq
x

 è íà âûõîäå ñîñòàâÿò  

∂ ∂ ∂⎛ ⎞− + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
yz yz

H HT dy T dxdy
x x x

 è .
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
xz xz

H HT dx T dydx
y y y

 

Ïî îñè z â ýëåìåíò ïîñòóïàåò èíôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä wdxdy. Ðàçíèöà 
ïîñòóïàþùèõ è âûõîäÿùèõ ðàñõîäîâ îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå îáúåìà âîäû 

µ ∂
∂
H dxdy
t

 â ýëåìåíòå çà ïåðèîä dt. Áàëàíñîâîå óðàâíåíèå ýëåìåíòà îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì âõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ ðàñõîäîâ è èçìåíåíèåì îáúåìà âîäû: 

 
Ðèñ. 1 
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.µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞− − + = − + − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

+ − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

yz xz yz yz xz

xz

H H H H HT dy T dx wdxdy T dy T dxdy T dx
x y x x x y

H HT dydx dxdy
y y t

  

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà и∂ ∂
∂ ∂yz xz
H HT dy T dx
x y

 â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ è äåëå-

íèÿ íà dxdy  óðàâíåíèå íåðàçðûâíîãî ïëàíîâîãî ïîòîêà ïðèíèìàåò âèä: 

.µ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

yz xz
H H Hw T T

x x y y t
 

Íà ñàìîì äåëå äâèæåíèå âîäû ïðîèñõîäèò íå ÷åðåç âñå ñå÷åíèå ñëîÿ, à 
òîëüêî ÷åðåç ïîðû è òðåùèíû. Òàêèì îáðàçîì, ñëîé ïîðîäû íå ÿâëÿåòñÿ 
ñïëîøíûì èçîòðîïíûì òåëîì, êàê åãî ðàññìàòðèâàþò ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõî-
äå, à ÿâëÿåòñÿ àíèçîòðîïíûì òåëîì. Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ïëàñò êàê íåêîòîðóþ 
ïîðèñòóþ ôðàêòàëüíóþ ãóáêó ñ ïåðêóëÿöèîííûìè êàíàëàìè, ïî êîòîðûì è 
ïðîèñõîäèò äâèæåíèå âîäû. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî 
ìàëûé ýëåìåíò ïëàñòà, òàê êàê ñðåäà íåîäíîðîäíàÿ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü íåêîòîðûé ìàëûé, íî êîíå÷íûé ýëåìåíò, â êîòîðîì åùå íàáëþäà-
åòñÿ ìàñøòàáíàÿ èíâàðèàöèÿ (ñêåéëèíã). Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà ôîð-
ìàëèçàöèè ââåäåííîãî óñëîâèÿ, îòìåòèì, ÷òî max 2ρ∆ > k  ãäå ∆  — õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ðàçìåð ýëåìåíòà, ρ  — ðàäèóñ ïåðêóëÿöèîííîãî êàíàëà, k — ìàñ-
øòàáíûé ìíîæèòåëü (1<k<10). Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò òî 
÷òî, ìû ðàññìàòðèâàåì ñëîé êàê åäèíîå öåëîå, à íå îòäåëüíûé êàíàë èëè òðåùèíó, 
òî åñòü îíî îïðåäåëÿåò «ãðàíèöó» ìåæäó «ìàêðî» è «ìèíè» ãèäðîãåîëîãèåé. 

Ïóñòü ðàçìåðû ýëåìåíòà — ∆ x·, ∆ y è h, ðàññìîòðèì åãî âîäíûé áàëàíñ 
(ðèñ. 2). Âäîëü îñè x â âûáðàííûé ýëåìåíò ðàñõîä âîäû ÷åðåç ëåâóþ ñòåíêó îï-

ðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì − −

∂
∆ = − ∆

∂yz x yz
HT i y T y
x

, à âäîëü îñè ó ÷åðåç ïåðåäíþþ — 

.− −

∂
∆ = − ∆

∂xz y xz
HT i x T x
y

. Îñî-

áåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé 
ïîñòàíîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â 
òîì, ÷òî ïðîâîäèìîñòü ïî-
òîêà ÷åðåç ëåâóþ T–yz è 
ïðàâóþ T+yz ñòåíêè (ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç ïåðåä-
íþþ T–yz è çàäíþþ T+yz 
ñòåíêè) ýëåìåíòà â îáùåì 
ñëó÷àå íå ñîâïàäàþò, òàê 
êàê ýëåìåíò êîíå÷åí. 

Ïðîâîäèìîñòü ïîòîêà 
ëåâîé (–yz) è ïåðåäíåé (–xz) 
ñòåíîê âûáðàííîãî ýëåìåí-
òà ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç 
ïëîùàäü ïåðêóëÿöèîííûõ  

Ðèñ. 2 
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êàíàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî èõ ïëîùàäü íå òîæäåñòâåííà ïîðèñòîñòè ïîðîäû, îíà 
îïðåäåëÿåò ïëîùàäü êàíàëîâ, ïî êîòîðûì äâèæåòñÿ âîäà. Èòàê, ïëîùàäü ñå÷å-
íèÿ ïåðêóëÿöèîííûõ êàíàëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: 

( )
0 0

,φ
∆

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫

yh

yzS y z dy dz , ãäå ôóíêöèÿ ( ),φ y z  îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàç-

ìåùåíèå êàíàëîâ ïðîòåêàíèÿ íà ëåâîé ñòåíêå ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà. Äëÿ 
ïëàñòà ñ îäíîðîäíûì ñòðîåíèåì (ñêåëåòîì ïîðîäû) ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàçìåùåíèÿ ïåðêóëÿöèîííûõ êàíàëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü, êàê ïðîèçâåäåíèå 
íåêîòîðîé ôóíêöèè àïïëèêàòû íà êîýôôèöèåíò ïðîòåêàåìîñòè âäîëü îñè y — 
( ) ( ),φ −= yy z a u z . Òîãäà 

( ) ( ) ( ) ( )
00 0 0 0 0 0

.
∆ ∆∆

− − − −−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = ∆ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

y yh h h hy

yz y y yy
S a u z dy dz dz a y u z dz a dy u z dza u z  

Èíòåãðàë 
0

∆

−∫
y

ya dy  îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî ïåðêóëÿöèîííûõ êàíàëîâ â âèäå 

ìíîæåñòâà Êàíòîðà âäîëü îñè ó, à èíòåãðàë ( )
0
∫
h

u z dz  — ìíîæåñòâî òàêîâîå 

âäîëü îñè z. Äàííûå èíòåãðàëû — ïðîèçâîäíàÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà < 1 [3]. Ïî-
ðÿäîê ïðîèçâîäíîé ñîâïàäàåò ñ äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé 
ôðàêòàëüíîé ãóáêè âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé óêàçàííûõ ñòåíîê ýëåìåíòà. Â 
äàëüíåéøåì áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü âäîëü êàæäîé îñè â 

ïëàñòå íå ìåíÿåòñÿ, òîãäà ðàñõîä âîäû ÷åðåç ëåâóþ ñòåíêó β δ
−

∆
∆ = − ∆

∆yz x
HT i y D D y
x

 

è ÷åðåç ïåðåäíþþ— α δ
−

∆
∆ = − ∆

∆xz y
HT i x D D x
y

. Çäåñü , иα β δD D D  —äðîáíûå ïðî-

èçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x, y è z ïîðÿäêà , иα β δ  ñîîòâåòñòâåííî 

( )0 1, 0 1 и 0 1 .α β δ< < < < < <  

Íà âûõîäå èç ýëåìåíòà ðàñõîä âîäû ñîñòàâèò ÷åðåç ïðàâóþ ñòåíêó ýëåìåíòà 
β δ β δ∆ ∆ ∆⎛ ⎞− ∆ + − ∆ ∆⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠

H HD D y D D x y
x x x

 ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç çàäíþþ  

.α δ α δ⎛ ⎞∆ ∆ ∆
− ∆ + − ∆ ∆⎜ ⎟∆ ∆ ∆⎝ ⎠

H HD D x D D y x
y y y

 

Ïî îñè z â ýëåìåíò ïîñòóïàåò èíôèëüòðàöèîííûé ðàñõîä .∆ ∆w x y  Ðàçíèöà 
ïîñòóïàþùèõ è âûõîäÿùèõ ðàñõîäîâ îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå îáúåìà âîäû â 

áëîêå çà ïåðèîä dt — .µ ∂
∆ ∆

∂
H x y
t

  Òàêèì îáðàçîì, áàëàíñîâîå óðàâíåíèå ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèé âèä:  

,

β δ α δ β δ β δ

α δ α δ µ

∆ ∆ ∆ ∆ ∆⎛ ⎞− ∆ − ∆ + ∆ ∆ = − ∆ + − ∆ ∆ −⎜ ⎟∆ ∆ ∆ ∆ ∆⎝ ⎠
⎛ ⎞∆ ∆ ∆ ∂

− ∆ + − ∆ ∆ + ∆ ∆⎜ ⎟∆ ∆ ∆ ∂⎝ ⎠

H H H HD D y D D x w x y D D y D D x y
x y x x x

H H HD D x D D y x x y
y y y t
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èëè 

.β δ α δ µ
⎛ ⎞∆ ∆ ∆ ∆ ∂⎛ ⎞∆ ∆ = − ∆ + − ∆ + ∆ ∆⎜ ⎟⎜ ⎟∆ ∆ ∆ ∆ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H H Hw x y D D y D D x x y
x x y y t

 

Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà ∆ ∆x y  èìååì: 

.β δ α δ µ
⎛ ⎞∆ ∆ ∆ ∆ ∂⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∆ ∆ ∆ ∆ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H H Hw D D D D
x x y y t

 

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íî ìàëûìè ýëåìåíòàìè 
íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà äëÿ èíæåíåðíîé ãåîëîãèè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûé ýëåìåíò âñå-òàêè ìàë, çàìåíèì ïðèðàùåíèÿ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå íåðàçðûâíîãî ïëàíîâîãî ïîòîêà â ôîðìå: 

.β δ α δ µ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

H H Hw D D D D
x x y y t

 

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâîäèìîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâîäíûõ äðîáíî-
ãî ïîðÿäêà ïî ñå÷åíèþ, ÷åðåç êîòîðîå ïðîõîäèò ïîòîê. Òàêîé ïðèåì ïîçâîëÿåò 
ïðè ïîëåâîì ïîäõîäå ê çàäà÷å ïîëó÷àòü äåéñòâèòåëüíûå ñêîðîñòè ïîòîêà, à íå 
ñêîððåêòèðîâàííûå ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòà ôèëüòðàöèè. Ýòî äàåò âîçìîæ-
íîñòü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íå òîëüêî ïîòîê, íî 
çàõâàò, è ïåðåíîñ âîäîé ÷àñòèö ñëîÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ðàçìûâà ïîðîäû. 
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